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DAS UMGEKEHRTE PROBLEM 


DER 


BRENNLINIEN. 


VoN 
DW & w STRAUOM. 


VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEM.- NATURW. CLASSE AM 17. NOVEMBER 1859. 


Einleitung. 
So 


Wenn von einer ebenen Curve Lichtstrahlen zurückgeworfen oder gebrochen werden, und 
diese sich hierauf in einer stetigen Folge von Punkten schneiden; so wird dadurch eine neue 
Curve erzeugt, welche man Brennlinie (linea caustica) nennt, und zwar Brennlinie durch 
Zurückwerfung (lines catacaustica) oder Brennlinie durch Brechung (linca diacaustica). Die 
ursprünglichen Lichtstrahlen können entweder alle mit einander parallel sein, oder alle von 
einem leuchtenden Punkte herkommen; und eine Brennlinie kann entweder aus einer Curve 
bestehen, oder sich in einen einzigen Punkt zusammenziehen. 

Der erste Punkt einer Brennlinie liegt da, wo der erste und zweite der (zurück- 
geworfenen oder gebrochenen) Lichtstrahlen sich schneiden. Der zweite Punkt einer Brenn- 
linie liegt sodann da, wo der zweite und dritte der (zurückgeworfenen oder gebrochenen) 
Lichtstrahlen sich schneiden. Und so fort. 

Hierdurch ist veranschaulicht, dass die Brennlinien von sämmtlichen (zurückgeworfenen 
oder gebrochenen) Lichtstrahlen berührt werden; und weil die Lichtstrahlen nur grade Linien 
sind, so ist diese Berührung auch nur eine der ersten Ordnung, d. h. die Brennlinien können 
als die einhüllenden Gränz-Curven sämmtlicher (zurückgeworfener oder gebrochener) 
Liehtstrahlen definirt werden. So oft aber die eingehüllten Curven nur grade Linien sind, 
können die einhüllenden Gränz-Curven nicht auch grade Linien sein, d. h. alle Brenn- 
linien, welche sich nicht in einen einzigen Punkt zusammenziehen, können nur krumme 
Linien sein. (Man vergleiche den Nachtrag $. 25 — 27.) 

Die Brennlinien machen also keine eigene Gattung von Curven aus; und es kann jede 
beliebige Curve als Brennlinie gelten, so dass man das Problem auch umkehren, und diejenige 
zurückwerfende oder brechende Curve aufsuchen kann, zu welcher irgend eine vorgeschriebene 
Curve sich als Ratakaustika oder Diakaustika verhält. 
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Eine Katakaustika ist, wie gesagt, diejenige Brennlinie, welche entsteht, wenn die von 
einer Curve (Reflexions-Curve genannt) zurückgeworfenen Lichtstrahlen sich in stetig auf- 
einander folgenden Punkten schneiden. Wenn man nun in den Punkt der Reflexions-Curve, wo 
ein Lichtstrahl eintrifft und zurückgeworfen wird, die Normale zieht, so heisst der vom ein- 
treffenden Lichtstrahle und von der Normale aaie Winkel a: Einfallswinkel, 
dagegen wird der vom zurückgeworfenen Lichtstrahle und von der Normale gebildete Winkel 
der Ausfallswinkel genannt. Bei jeder Lichtreflexion besteht aber das Gesetz, dass der 
Ausfallswinkel gleich istdem Einfallswinkel; und mit Hülfe dieses Gesetzes kann 
man zu jeder vorgeschriebenen Reflexions-Ourve die zugehörige Katakaustika aufsuchen. 

Sind nämlich die ursprünglichen Lichtstrahlen alle mit einander parallel; so richte man 
das Coordinatensystem der vorgeschriebenen Reflexions-Curve so ein, dass ihre Abseissenaxe 
mit den Lichtstrahlen ebenfalls parallel ist. Kommen aber die ursprüngliehen Liehtstrahlen 
alle von einem leuchtenden Punkte her; so richte man das Coordinatensystem der vor- 
geschriebenen Reflexions-Curve so ein, dass ihre Abscissenaxe durch den leuchtenden Punkt 
geht. Bei solcher Einrichtung sei 


1) F(x, y) = 0 
die auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem bezogene Gleichung der vorgesehriebenen 


Reflexions-Curve; und wenn man mit y und h die auf dasselbe System bezogenen Coordinaten 
der gesuchten Katakaustika bezeichnet, so gelangt man bekanntlich zu folgenden Gleichungen: 


2) r =x + (u—p). s2 

und 
> y =y + u. (u—p) S 
Hier ist p das gebräuchliche Abkürzungszeichen statt = 


metrische Tangente des vom zurückgeworfenen Lichtstrahle und von der Abseissenaxe gebil- 
deten Winkels. Wenn nun die ursprünglichen Lichtstrahlen mit einander parallel sind, so ist 


und « bedeutet die gonio- 





— _ IM 
4) "= 
wenn die ursprünglichen Lichtstrahlen aber von einem leuchtenden Punkte herkommen, so ist 
3. (r—g).p — 1— 2) 
5) TE í ae P 
a + 


wo g die feste Abseisse des leuchtenden Punktes bedeutet. 

Wenn man jetzt die der vorgeschriebenen Reflexions-Ourve zugehörige Gleichung 
F(x,y) = 0 zweimal differentiirt, und sodann die zwei sich ergebenden Differentialgleichun- 
gen mit 1), 2), 3) verbindet; so hat man fünf Gleichungen, aus welchen man die vier Bestand- 
theile x, nn eliminiren muss. Dadureh ergibt sich eine zwischen t und y bestehende 


neue Gleichung 


X fr — 
u ð (y) = 0 
wodurch die gesuchte Katakaustika bestimmt ist; und man erkennt, dass zur Bestimmung 
einer Katakaustika keine Integration nöthig ist. 
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8. 3. 


Eine Diakaustika ist ($. 1) diejenige Brennlinie, welche entsteht, wenn Lichtstrahlen 
durch eine Curve (Refraetions-Curve genannt) hindurchgehen, und bei ihrem Durchgange so 
von ihrer ursprünglichen Richtung abgelenkt werden, dass sie sich hierauf in stetig aufein- 
ander folgenden Punkten schneiden. Wenn man nun in den Punkt der Reefraetions-Curve, wo 
ein Lichtstrahl durchgeht und gebrochen wird, die Normale zieht, und auch die ursprüngliche 
Richtung des Lichtstrahles verlängert; so heisst der vom eintreffendenLiehtstrahle und von der 
Normale gebildete Winkel der Einfallswinkel, der vom gebrochenen Lichtstrahle und 
von der Normale gebildete Winkel heisst der Breehungswinkel, und der von der Ver- 
längerung des ursprünglichen Lichtstrahles und vom gebrochenen Lichtstrahle gebildete 
Winkel heisst der Ablenkungswinkel. Bei jeder Lichtrefraction besteht aber das Gesetz. 
dass im ganzen Verlaufe der Refraetions-Curve das Verhältniss, in welchem 
der Sinus des Einfallswinkels und der Sinus des Breehungswinkels zu ein- 
ander stehen, constant bleibt. Ist also y der Einfallswinkel, und œ der Brechungs- 
winkel; so muss sich zwischen ihnen, wie sie sich aucl immer ändern mögen, die Gleichung 

7) 1} 
stattfinden, wo der Werth des A, wie gesagt, constant ist, und das Brechungsverhältniss 
genannt wird. 

Mit Hülfe dieses Gesetzes kann man zu jeder vorgeschriebenen Refractions-Curve die 
zugehörige Diakaustika aufsuchen. 

Sind nämlich die ursprünglichen Lichtstrahlen alle mit einander parallel; so richte man 
das Coordinatensystem der vorgeschriebenen Refractions-Curve so ein, dass ihre Abscissenaxe 
mit den Lichtstrahlen ebenfalls parallel ist. Kommen aber die ursprünglichen Lichtstrahlen 
alle von einem leuchtenden Punkte her; so richte man das Coordinatensystem der vor- 
geschriebenen Refractionseurve so ein, dass ihre Abscissenaxe durch den leuchtenden Punkt 
geht. Bei solcher Einrichtung sei 


8) F(x,y) = 0 


die auf ein rechtwinkeliges Coordinatensystem bezogene Gleichung der vorgeschriebenen 
Refractions-Curve; und wenn man mit x und y die auf dasselbe System bezogenen Coordinaten 
der gesuchten Diakaustika bezeichnet, so gelangt man bekanntlich zu folgenden Gleichungen: 


9) Dyno, 


und i 
de 


10) y=y—v.(e+4p). 


dy 


Hier ist p wiederum das gebräuchliche Abkürzungszeichen statt 7, und v bedeutet die 
goniometrische Tangente des von gebrochenen Lichtstrahle und von der Abscissenaxe gebil- 
deten Winkels. Wenn nun die ursprünglichen Lichtstrahlen mit einander parallel sind, so ist 

11) REN re 


1— p VR (IP) — 1 
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wenn die ursprünglichen Lichtstrahlen aber von einem leuchtenden Punkte herkommen, so ist 





T — (29) +y. P) aV Ee + 2) 4a le) Hyp? 
+ ((&-9)+3.7) +p. V22. (am? + P) +79—-(@8) + yp)” 











12) 





wo g die feste Abscisse des leuchtenden Punktes bedentet. 

Wenn man jetzt die der vorgeschriebenen Refractions-Curve zugehörige ‚Gleichung 
F(x, y) = 0 zweimal differentürt, und dann die zwei sich ergebenden Differentialgleiehungen 
mit 8), 9), 10) verbindet; so hat man fünf Gleiehungen, aus welehen man die vier Bestand- 
theilee, Yg = m eliminiren muss. Dadurch ergibt sich eine zwisehen r und y bestehende 
nene Gleiehung 


15) ð (t, Y) = 0 


wodurch die gesuchte Diakaustika bestimmt ist; und man erkennt, dass man auch zur Bestim- 
mung einer Diakaustika keine Integration nöthig hat. 

Zusatz. Die diakaustischen Resultate gehen alle, wenn man à = — 1 setzt, in die 
katakaustischen über. Gleichung 11) geht nämlich über in 


) arn 
T eur er zz 
l= In 


und ebenso geht Gleichung 12) über in 


eg) +3:P)-P +V (Cl = 


Het 3-P)tP. VW-@-9.r)? 








2 .(r—0).p —y.(1- p?) 
er Be, 


a re De r] 


Wenn man also à = — 1 setzt, so wird v = — u, und dabei wird dv = — du; und wenn 
man —v und — du bezüglich statt v und dv in die Gleichungen 9) und 10) setzt, so bekommt 
man wieder die Gleichungen 2) und 3). 


Su 


Jetzt kann man das Problem der Brennlinien aueh umkehren, d. h. man kann auch die 
Brennlinien vorschreiben, und die zugehörige Reflexions- oder Refractions-Curve aufsuchen. 
Wenn nämlich dureh die Gleiehung 


14) ale O 
eine bestimmte Curve als Ratakaustika oder Diakaustika vorgesehrieben ist, und man die 
zugehörige Reflexions- oder Refraetions-Curve sucht; so hat man weiter nichts zu thun, als 
statt x und y die betreffenden Ausdrücke in 14) zu substituiren. Dadurch ergibt sich eine 
Differentialgleichung der zweiten Ordnung, deren allgemeines Urintegral mit zwei Integrations- 
Constanten verschen sein muss. Durch ein mit zwei Integrations-Constanten versehenes Ur- 
integral sind aber jedesmal unendlich viele Curven-Sehaaren dargestellt. Es ist jedoch, wie 
später nachgewiesen werden wird, keine einzige von allen diesen Curven so beschaffen, dass 
sie mehr als einen einzigen Punkt der vorgeschriebenen Brennlinien erzeugen könnte. Dess- 
halb muss man sieh noch umsehauen, ob von den durch das allgemeine Urintegral dargestellten 
unendlich vielen Curven-Sehaaren auch Gränz-Curven erzeugt werden; und diese sind alsdann 
die gesuchten Reflexions- oder Refraetions-Curven. DieGränz-Curven selbst sind aber von 
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zweierlei Art, je nachdem sie mit ihren Erzeugungs-Curven eine Berührung von ungrader 
oder eine Berührung von grader Ordnung eingehen. 

Wenn eine Gränz-Curve mit ihren Erzeugungs-Curven eine Berührung ungrader Urd- 
nung eingeht, dann liegen die Erzeugungs-Öurven mit allen ihren Punkten auf der nämlicheu 
Seite derGränz-Curve; und desshalb wird jede Gränz-Curve ungrader Ordnung eine einh iül- 
leude oder umfangende Curve, und die Erzeugungs-Curven selbst werden die eingehüll- 
ten oder umfangenen Curven genannt. 

Wenn aber eme Gränz-Curve mit ihren Erzeugungs-Curven eine Berührung grader 
Ordnung eingeht, dann wird die Gränz-Ourve von den Erzeugungs-Curven im Berührungs- 
punkte geschnitten; und desshalb kommt einer Gränz-Curve grader Ordnung nicht die Eigen- 
schaft einer emhüllenden Curve zu. 

Weil nun die gesuchten Reflexions- und Refractions-Curven jedesmal einer Differential- 
gleichung zweiter Ordnung genügen müssen, so missen dieselben auch Gränz-Ourven der 
zweiten Ordnung sein, während die zugehörigen Brennlinien, wie schon (m $. 1) auseinander 
gesetzt wurde, nur Gränz-Curven der ersten Ordnung sind. 

Das Problem der Brennlmien ist also dem Evolutionsproblem analog; denn auch die 


Evolventen sind Gränz-Curven der zweiten, und die Evoluten sind Gränz-Curven der ersten 


Ordnung. 


Schluss der Einleitung. 


Die Reflexions- und Refraetions-Curven werden, wie man später schen wird, durch ein- 
fach singuläre Integrale dargestellt. Man kann aber die einfach singulären Integrale, 
welche den Total-Differentialgleichungen zweiter Ordnung angehören, jedesmal durch 
drei versehiedene Hülfsmittel aufsuchen; nämlich: 

1. mittels des (mit zwei Integrations-Constanten verschenen) allgemeinen Urinteerals; 
3. mittels einer jeden der (mit nur einem Integrations-Constanten versehenen) zwei ersten 

Stammeleichungen; und 

3. mittels der ursprünglichen Total-Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

So verschieden aber auch die Formen der durch diese dreierlei Hülfsmittel erlangten 
Resultate sein mögen, so sind doch die allen diesen Formen entsprechenden Resultate ihrem 
Wesen nach ganz gleichbedeutend, und jedesmal kann die cine Form in die andere umgesetzt 
werden. 

Schaut man nun vorwärts auf die Gleiehungen 44), 177), 229), 373), wo sich diejenigen 
Formen befinden, welche für die einfach singulären Integrale aus dem allgemeinen Urintegral 
gewonnen werden; so erkennt man, dass ich mein Problem auf eine einfache Reetifieation der 
vorgeschriebenen Ratakaustika oder Diakaustika zurückgeführt habe. Die Einfachheit und 
Allgemeinheit meiner Lösung lässt also nichts zu wünschen übrig. 

Um jetzt die vorliegende Abhandlung systematisch durchzuführen, mag sie in zwei 
Abtheilungen gebracht werden, deren erste sich mit Bestimmung der Reflexions-Curven, und 
deren zweite sich mit Bestimmung der Refractions-Ourven befasst. Jede dieser beiden Abthei- 
lungen zerfällt aber von selbst wieder in zwei Abschnitte, je nachdem die urspünglichen Licht- 
strahlen mit einander parallel sind, oder von einem leuchtenden Punkte herkommen. 
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ERSTE ABTHEILUNG. 


Bestimmung der Reflexions-Curven, während die Katakaustika vorgeschrieben ist. 


Erster Abschnitt. 
Bestimmung der Reflexions-Curven für parallele Lichtstrahlen. 


en 

Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die parallel auf sie auffallenden Licht- 
strahlen so zurückgeworfen werden, dass die Katakaustika sich in einen einzigen Punkt 
(Brennpunkt) eoncentrirt. 

Man richte das Coordinatensystem der gesuchten Reflexions-Curve so ein, dass- ihre 
Abseissenaxe mit den Lichtstrahlen parallel ist; und wenn dabei die Coordinaten des vor- 
geschriebenen Brennpunktes die festen Werthe g und h haben, so specialisiren sich für die- 
selben die Gleichungen 2) und 3) bezüglich in 


2) g =x + (up). = 
und 
16) h=y+ u. (up). 


und jede Curve, welche diesen beiden Difierentialgleichungen zweiter Ordnung zugleich 
genügt, hat die in der Aufgabe geforderte Eigenschaft. Gleichung 15) lässt sich umsetzen in 
(x—g) . du +u.d—dy—=0 


und daraus folgt durch Integration 


17) 9.0 y+A=0 
wo A ein Integrations-Constanter ist. Man hat nun allerdings die erste Stammgleichung zu 
Gleichung 15); ob jedoch Gleichung 17) auch der 16) genügt, muss noch besonders nach- 
gewiesen werden. Aus 17) folgt 

y =A + (e—9). u 


und 
du 


p= u d Eg r 
und wenn man für y und p die hier hergestellten Ausdrücke substituirt, so reducirt Gleichung 
16) sich auf 


18) h= 
so dass 17) übergeht in 


12) y — h = (a9). u 
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Hiermit hat man eine erste Stammegleiehung, welehe jetzt, nachdem der Integrations-Constante 
A den besonderen Werth h angenommen hat, wirklich so beschaffen ist, dass sie den beiden 
Differentialgleiehungen 15) und 16) zugleich genügt. 

Um aber die Aufgabe weiter durehführen zu können, muss man für v den Ausdruck 4) 
zurückführen; und dabei geht 19) über in 


20) (u—b) p° + 2.(@9).P = Wh) 


Man multiplieire bei dieser Gleichung alle Theilsätze mit („—h), und addire sodann beider- 
seits das Quadrat (e—g)’; so bekommt man 


(u—5) -p + @-9) = WW’ + (1—9)? 
oder 
Gr red _ 1 
Y (y—b)? + (#9)? 





Daraus folgt durch Integration 
21) VG F eg =r H E 
oder 


22) (y—5} = 2. (0 + E) . (e — 5%) 


Das Urintegral ist also diesmal nur mit einem und nicht mit zwei Integrations-Üonstanten 
versehen; denn der erste Integrations - Constante A hat, damit den beiden Differential- 
gleichungen 15) und 16) zugleich genügt wird, den besonderen Werth h angenommen. 

Die dureh 22) dargestellte Curvenreihe besteht aus konischen Parabeln, deren Parameter 


=2.(g-+ Z) ist, deren Seheitel bestimmt wird durch y=hundz = = und deren Haupt- 





axe in der Entfernung y = h mit der Abscissenaxe parallel läuft. Nun ist bei jeder konischen 


9+E 
2 





Parabel die Brennweite gleich dem vierten Theile des Parameters, d. h. gleich ; und somit 
ist s -+ ar oder g die Entfernung des Brennpunktes von der Ordinatenaxe. Alle durch 
22) dargestellten unendlich vielen Parabeln haben also den durch die festen Coordinaten 
g und f vorgeschriebenen Brennpunkt mit einander gemein, d. h. von allen diesen unendlich 
vielen Parabeln werden die Lichtstrahlen, welehe in einer mit der Hauptaxe parallelen 


Richtung eintreffen, naeh einem und demselben Brennpunkte (g, h) reflectirt. 


8. 6. 


Man sueht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die parallel auf sie einfallenden 
Lichtstrahlen so zurückgeworfen werden, dass ihr eine bestimmt vorgeschriebene Curve als 
Ratakaustika zukommt. 

Auch hier riehte man das Coordinatensystem so ein, dass die Abseissenaxe mit den Lieht- 
strahlen parallel läuft; und wenn sich dann für die vorgeschriebene Ratakaustika die bestimmte 
Gleichung 

23) 3) 0 
ergibt, so hat man für r und y die Ausdrücke 2) und 3) einzuführen, und man bekommt für 
die gesuehte Reflexions-Curve folgende Differentialgleichung der zweiten Ordnung: 

dx 


24) F {e + (u—p). a (v + u .(u—p). e — (0 
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Um das Verfahren bequem fortführen zu können, setze man 


dx 


du 


M anstatt x + (u—p). 
und 
N anstatt y + u. (u—p). 2 

Dabei kürzt Gleichung 24) sich ab in 

25) a eh M = 
und wenn man nach allen x differentürt, so bekommt man 

du ko dp dx du 
26) aa : s |: (2 = du (u— TPE a) = 


Dieser Gleichung wird aber genügt, entweder wenn 








dp dx 








20) nr de 
oder wenn 
28) Sin =) 


Die Differentialgleichung 27), welche von der dritten Ordnung ist, und aus welcher das 
der vorgelegten Differentialgleichung 24) entsprechende allgemeine Urintegral gewonnen 
wird, lässt sich ohne weiters integriren, und liefert 


20) x + (u—p). = =A 
wo A ein Integrations-Constanter ist. Dabei geht Gleichung 24) über in 
30) 314 ‚(Y +u.(u—p). =) = 0 
An dieser Gleichung erkennt man, dass der Ausdruck (v + u.(u—p). =) einen von x und 


von y unabhängigen Werth hat; und wenn man diesen Werth mit B bezeichnet, so bekommt man 
a dx 
31) y+u.up., = 
während zwischen A und B die ganz bestimmte Gleichung 
32) 2,5) =0 


stattfindet. Wenn man Gleichung 29) mit « multiplieirt, und das sich ergebende Product von 
31) subtrahirt; so bleibt 


33) y-D)=@—4).: 


Hiermit hat man eine erste Stammgleichung, in welcher zwar zwei Integrations - Constanten 
A und B vorkommen; weil aber A und B in der durch 32) ausgesprochenen Abhängigkeit 
zu einander stehen, so kann man entweder A oder B aus 33) eliminiren, und eine erste 
Stammgleichung mit nur einem Integrations-Constanten herstellen. 

Um nun die Gleichung 33) weiter behandeln zu können, muss man für u den Ausdruck 
4) zurückführen; und dabei geht 33) über in 


34) (y—B).p? + 2. (&—A). p = (y— B) 
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Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wie im vorigen Paragraph mit Gleichung 
20); so bekommt man das Urintegral 


35) io 2.5 


Hier erscheinen sogar drei Integrations-Constanten A, B, E, während die vorgelegte 
Differentialgleichung 24) nur eine von der zweiten Ordnung ist. Weil jedoch A und B in der 
durch 32) ausgesprochenen Abhängigkeit zu einander stehen, so kann man entweder A oder 
B eliminiren, und eine Urgleichung mit nur zwei Integrations-Constanten herstellen. 

Vergleicht man jetzt die Gleichungen 23) und 32) mit einander, so erkennt man, dass 
zwischen A und B dieselbe Relation stattfindet, wie zwischen t undy. Man kann also statt 
der Integrations -Constanten A und B auch die zur vorgeschriebenen Ratakaustika gehörigen 
Coordinaten t und y setzen; und dabei geht 35) über in 





i ara zerE 
oder, wenn man umformt, in 
37) (y„—))’ = 3 . Œ+ E). (x pe =) 


Alle hierdurch dargestellten unendlich vielen Curven-Schaaren bestehen sonach aus konisehen 
Parabeln, deren Parameter = 2 . (t + Æ) sind, deren Scheitel bestimmt werden durch y =y 
und 2 = = ‚und deren Hauptaxen in der Entfernung y =y mit der allen durch 37) dar- 
gestellten Parabeln gemeinschaftlichen Abseissenaxe parallel laufen. Nun ist bei jeder 
konischen Parabel die Brennweite gleich dem vierten Theile des Parameters, d. h. gleich 
2 ; und somit ist == a 2i oder r die Entfernung des Brennpunktes von der Ordinatenaxe, 
und e N gelba hat die Coordinaten z und y, d. h. alle Brennpunkte der hier 
gefundenen unendlich vielen Parabel-Schaaren liegen in der vorgeschriebenen Katakaustika. 
Es trifft sich, wie am Schlusse des $. 5 auseinander gesetzt ist, bei jeder konischen 
Parabel, dass, sobald die Lichtstrahlen parallel mit der Hauptaxe auffallen, die Katakaustika 
sich in den Brennpunkt zusammenzieht. Wählt man also im Umfange der vorgeschriebenen 
Katakaustika irgend einen Punkt, und zieht man durch diesen eine mit den Lichtstrahlen 
parallele Grade; so sind alle unendlich vielen konischen Parabeln, denen der eben besagte 
Punkt als Brennpunkt und die eben besagte Grade als Hauptaxe zukommt, so beschaffen, 
dass sie die mit der Hauptaxe parallel eintreffenden Lichtstrahlen nach dem (im Umfange 
der vorgeschriebenen Ratakaustika) gewählten Punkte reflectiren. Geht man zu einem 
zweiten (unmittelbar anliegenden) Punkte im Umfange der vorgeschriebenen Katakanstika 
über, und zieht man dureh diesen zweiten Punkt wiederum eine mit den Lichtstrahlen 
parallele Grade; so sind alle unendlich vielen konischen Parabeln, denen dieser zweite 
Punkt als Brennpunkt und diese zweite Grade als Hauptaxe zukommt, ebenfalls so beschaf- 
fen, dass sie die mit der Hauptaxe parallel eintreffenden Lichtstrahlen nach dem (im Umfange 
der vorgeschriebenen Ratakaustika) gewählten zweiten Punkte refleetiren. Und so fort. 
Desshalb ist unter den gefundenen Parabeln keine einzige im Stande, von der vor- 
geschriebenen Katakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen, d. h. keine einzige dieser 
Parabeln ist die gesuchte Reflexions-Curve. Man muss daher untersuchen, ob unter diesen 
unendlich vielen Parabel-Schaaren solche Reihen stetig neben einander liegender Parabeln vor- 
kommen, die sich so schneiden, dass die dadurch entstandenen Durchschnittslinien auch noch 





ee * 
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der vorgelegten Differentialgleichung 24) genügen. Weil aber diese Differentialgleichung 
eine der zweiten Ordnung ist, so muss jede Durchschnittslinie (§. 4) eine solche Gränz-Curve 
sein, welche in allen ihren Punkten mit irgend einer der sich schneidenden Parabeln eine 
Berührung der zweiten Ordnung eingeht. Die Gränz-Curven der zweiten Ordnung werden 
aber, wie in der analytischen Geometrie noch näher nachgewiesen werden muss, durch das 
einfach singuläre') Urintegral dargestellt; und dieses kann bekanntlich auf drei ver- 
schiedenen Wegen ermittelt werden. 

Erste Methode. Wenn man das einfach singuläre Urintegral aus dem allgemeiner. 
ableiten will, so ist dessen in Gleichung 36) aufgestellte Form die bequemste. Nun beachte 
man, dass die Integrations-Öonstanten von g und von y unabhängig sind bei allen sich schnei- 
denden Parabeln; und wenn man in dieser Beziehung die Gleichung 36) differentürt, so 
bekommt man 


38) dy __ —(e—i) + VU + e 


de G=) 
Dagegen müssen die Integrations-Constanten Functionen von x sein bei allen Gränz-Curven; 
und wenn man in dieser Beziehung die Gleichung 36) nach allem g differentürt, so bekommt 


man weiter 


— (e-d t Vo re U) He) a VOTE ar 


39) = U=) ~ ga eE y ` d 
Damit aber aus 38) und 39) sich für ea zwei cbenförmige Ausdrücke ergeben können, muss 
die Gleichung 

40) (0—9). $ +): E + VE + a9). = 
stattfinden. Differentiirt man die Gleichung 38) noch einmal sowohl nach allem explicit als 
auch nach allem implicit in y, x, y enthaltenen x; so bekommt man neben der Gleichung 40) 
auch noch 


4) eaa E ea) et 
Daraus kann aber nur folgen 
42) GA) = —=0 


und hiermit wird diejenige Grade dargestellt, welche durch den Punkt (x, y) der gesuchten 
Reflexions-Curve geht, und zugleich die zum Punkte (r, y) der vorgeschriebenen Ratakaustika 
gehörige Tangente ist. Jede Katakaustika ist ja, wie schon (in $. 1) auseinander gesetzt 
wurde, eine einhüllende Gränzcurve. 

Eliminirt man jetzt mittels 42) die Differenz (y—y) aus 40), so fällt auch die Differenz 
(2—x) mit hinweg; und 40) geht über in 


(dr + dy’) + (Var u dy” ) UE = 


oder in 





(Va + d?) + dE= 0 


1) Die singulären Integrale, welche einer Differentialgleichung zweiter Ordnung angehören , sind entweder einfaeh singuläre 
oder zweifach singuläre. 
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Daraus folgt 


aE ar, 


oder 
43) B=K + [VIF ap} 
wo K ein Integrations-Constanter ist. Gleichung 36) geht also über in 
44) +V- + rt Kr Va 
Mit dieser Gleichung muss man aber noeh folgende drei 
42) Hy) — (= 0 
2) by) 0 
45) N Den 








dr dy dr 
verbinden, d. h. man muss die in 44) angezeigte Integration ausführen, und sodann die drei 
Bestandtheile x, 9, dy eliminiren. Dabei fällt auch dr mit hinweg, und es ergibt sich eine 
Gleichung zwischen x und y und dem Integrations-Oonstanten N. Diese neue Gleichung ist 
aber ein einfach singuläres Urintegral zu 24); und durch dasselbe ist, wegen des 
Integrations- Constanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven dar- 
gestellt, von welchen allen, sobald die ursprünglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abseis- 
senaxe auffallen, die bestimmt vorgeschriebene Katakaustika & (x, n) = 0 erzeugt wird. 

Zweite Methode. Zu dem einfach singulären Integral kann man aueh mittels der 
ersten Stammgleiehung gelangen. Man beachte also wiederum, dass die Integrations- 
Constanten von x und y unabhängig sind bei allen sich schneidenden Parabeln; und wenn man 
in dieser Beziehung die Gleichung 33) differentüirt, und dabei sieh erinnert, dass u diesmal 
weiter nichts als ein mit p versehener Ausdruck ist; so bekommt man 

d? _ (up) 

10) S 
Dagegen müssen die Integrations- Constanten Functionen von x sein bei allen Gränz-Curven ; 
und wenn man in dieser Beziehung die Gleichung 33) nach allen æ differentirt, so bekommt 


man weiter 


dB 
47 da (u—p FE dA 
) aaa an du =d] du Zr 
"dp No 


: an . he . er . = 
Damit aber aus 46) und 47) für Z zwei ebenförmige Ausdrücke sich ergeben können, muss 
die Gleichung 











dE 
45) A 
stattfinden. Nun folgt aus 32) die Ditferentialgleichung 
ER dð dB 
49) a 


dB 


und wenn man aus den vier Gleichungen 32), 33), 45), 49) die drei Bestandtheile A, B,-; 


eliminirt, so bekommt man endlich 


50) y—u.2c—=d)(u) 
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wo die Form des Ausdruckes d (u) abhängig ist von & (A, B) = 0. Hier hat man für u noch 


Q 
2 


den Ausdruek e zurückzuführen, und die sich ergebende Differentialgleichung erster Ord- 





nung zu integriren. Dadurch gelangt man zu der nämlichen mit x, y und dem Integrations- 
Constanten K versehenen Urgleichung, wie bei der ersten Methode. 
Dritte Methode. Lässt man die Gleichung 28), d. h. die Gleichung 


28) u a 


gelten, so hat man jetzt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung; und man muss eine 
solche der ersten Ordnung aufsuchen, von welcher die beiden Gleichungen 24) und 28) 
zugleich erfüllt werden. Die so aufgesuchte Differentialgleichung erster Ordnung wird aber 
genau wieder die Gleichung 50) sein, durch deren Integration sich also auch die nämliche 
mit x, y und dem Integrations-Constanten K versehene Urgleichung ergibt, wie bei der ersten 
Methode. 

(Man vergleiche die dritte Methode in §. 7, §. 8, 8. 9.) 





m 


Beispiel 1. Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die parallel auf sie ein- 
fallenden Lichtstrahlen so zuriickgeworfen werden, dass die zugehörige Katakaustika die 
durch folgende Gleichung 


51) p=. 


vorgeschriebene semiknbische Parabel ist. 
Hier bekommt man für die gesuchte Reflexions-Curve folgende Differentialgleichung 


zweiter Ordnung 
- I / dx \3 TAZ 
52) (y + u. (u—p). =) = h (2 + (u—p). =) 


und wenn man differentiirt, so gibt sich weiter 


53) [3u ; (y + u. (u—p). =) — Dh, (« -+ (u—p) o)l 5 (2 — 2.2 = Ba) 0 


Lässt man die Differentialgleichung dritter Ordnung 





BA 5 du 

54) Dan m p) a E= 
gelten; so ist (nach $. 6) die den beiden Differentialgleichungen 52) und 54) zugleich genü- 
gende Differentialgleichung erster Ordnung dargestellt durch die Verbindung der beiden 


Gleichungen 





55) DA= mA 
und 
56) (y—B) = (x—A). u 
Jetzt substituire man für « den Ausdruck aa: in 56), so bekommt man 


y—b).p + 2.(&—A).p = (y— B) 
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und wenn man mit dieser Gleichung weiter verfährt, wie mit Gleichung 20) in $. 5; so ist das 
allgemeine Integral durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 


57) TPP = bo AP 
und 
58) Ae a 
oder, was das nämliche ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 
59) | ee). 
und 
60) + Van) + @W’=e+E 


dargestellt, d. h. man hat alle jene unendlich vielen Schaaren konischer Parabeln, deren 
Hauptaxen mit der allen diesen Parabeln gemeinschaftlichen Abseissenaxe parallel laufen 
2 
"i 5 a ie x ae “2 z r ° 
und deren Brempunkte in der durch die Gleichung y’ = %4 . ¥ vorgeschriebenen Katakaustika 
liegen. 

Nun sind die Reflexions-Curven als Gränz-Öurven der zweiten Ordnung nicht durch 
allgemeine, sondern durch einfach singuläre Integrale darzustellen; und diese kann 
man, wie schon im $. 6 vermerkt, auf drei verschiedenen Wegen aufsuchen. 

Erste Methode. Wenn man das einfach singuläre Integral aus dem allgemeinen ab- 
leitet, so specialisiren sich die (in §. 6 aufgestellten) zwei Gleichungen 42) und 44) diesmal in 














61) Coa a 
und 
62) VUF + a =r 4 K F nV E 9. 
Nun ist 
N —_ Mb o SA SN 
SITE gm E Er 
und somit setzt Gleichung 61) sich um in 
63) B-)—- ya). = 0 


Ferner ist 


Ing E — VEe 40.2)? _ Veee 
( +9.) ' 





= 2 
somit setzt Gleichung 62) sich um in 
Ye san E E N 
> VG F Re K p ERER 


Wenn man zuerst die Differenz (y—b), und hierauf die Differenz (xz—r) aus 63) und aus 64) 
eliminirt, so bekommt man bezüglich 





= — 3r + Va: .I? r F 2 
65) ET EHE = Kr 2 Sees 
und 
— 3r + Ya. 49.22 r e a A 
66) TE t £ y=K-32:2(6—-7) ttr 
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Durch die Verbindung der drei Gleichungen 51), 65), 66) hat man, wegen des Integrations- 
Constanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven, von welehen allen, 
sobald die ursprünglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissenaxe auffallen, die vor- 
geschriebene Ratakaustika h° = h . 1° erzeugt wird; und weil x und y als Functionen von 
t und p ausgedrückt sind, so können alle diese Reflexions-Curven mittels der Coordinaten der 
vorgeschriebenen Ratakaustika construirt werden. 

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man aus 51) und 65) entweder das x oder dasy 
eliminirt, im ersten Falle das y und im zweiten Falle das x als Function von « und K 
erscheint; und somit ist nachgewiesen, dass die Verbindung der drei Gleichungen 51), 65), 
66) ein einfach singuläres und nicht ein einfach partieuläres Integral ist. 

Zweite Methode. Wenn man das einfach singuläre Integral aus der ersten 
Stammgleichung ableiten will; so muss man die zwei Gleichungen 55) und 56) zu Hülfe 
nehmen; und dabei specialisirt sich Gleichung 50) in 


S — W 1 
67) YUE S O 


Das nächste Geschäft ist jetzt, dass man sich überzeugt, ob von der Gleichung 67) auch 
die 52) erfüllt wird, und ob das zu 67) gehörige Integral ein einfach singuläres oder 
ein einfach partieuläres ist. Aus 67) aber folgt der Reihe nach 





4h 1 
68) y =u. E H e E 
Sh 1 du 
69) p= hee 
d _ o du 8% duy? Sh du 
70) =a ee 


Wenn man die hier für y und p hergestellten Ausdrücke in Gleichung 52) einsetzt, so wird 
diese identisch, d. h. Gleichung 52) wird von dem zu 67) gehörigen Integral erfüllt. Wenn 
: : s. dy .. + : + 
man ebenso die hier für p und 2 hergestellten Ausdrücke in Gleichung 54) einsetzt, so redu- 


cirt sich diese auf 
S. h du 
71) Spa 
Letztere Gleichung trägt aber einen Widerspruch in sich selbst; und somit ist man über- 
zeugt, dass das zu 67) gehörige Integral wirklich ein einfach singuläres zu der vor- 
gelegten Differentialgleichung 52) ist. Um jedoch Gleichung 67) weiter behandeln zu können; 


9 
ʻe 


muss man für u den Ausdruck = zurückführen; und dabei geht 67) über in 











a ae, 
9 Zo E — 
12) ya rmy 
Daraus folgt durch Differentiation 
wen 2.14) dp _ __ A (tæ). 0-r) dp 
1 1—p? (1—p?} ee TE En p3 * dr 


oder, indem man die beiden ersten Theilsätze in einen zusammenzicht, und alsdann alle 
Zeichen in die entgegengesetzten verwandelt, 


2»ü+) |, 24 dp _ A O4. dp 


1—p? ! (122)? “Ta ° p3 de 
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Der integrirende Faetor dieser Gleiehung ist mr ——,; denn dabei geht sie über in 
p? opra dp _ 2h ( 1 1) dp 
1—p? uoy er a A o 
Daraus folgt durch Integration 
5 p? Aan ah 1-+p# 
75) ae L er 


und wenn man x aus 72) und 75) elimmirt, so bekommt man weiter 





Re 4h 1472 h (1—2? 
74) py—2l nn: n I 7 


Dureh die Verbindung der beiden Gleiehungen 73) und 74) hat man, wegen des Integrations- 
Constanten L, abermals eine Reihe stetig auf einander folgender Reflexions-Curven, von 
welchen allen, sobald die ursprünglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abseissenaxe auf- 
fallen, die bestimmt vorgesehriebene Katakaustika p? = h.r’ erzeugt wird; und weil x und y 
als Funetionen von p ausgedrückt sind, so können alle diese Reflexions-Curven mittels ihrer 
Tangenten construirt werden. 

Dass aber aus der Verbindung der beiden Gleichungen 75) und 74) dieselben Unrven 
hervorgehen, wie aus der Verbindung der Gleiehungen 65) und 66): davon kann man sieh 
auf folgende Weise überzeugen: 

In Folge der drei Gleichungen 38), 39), 40) ist bekannt, dass, es mögen die Bestand- 
theile x, y, Æ von x unabhängig oder von x abhängig sein, der für p hervorgehende Ausdruck 
sich jedesmal auf folgende Form 

75) Ne Zu e 


redueirt; und wenn man aus 63) und 75) die Differenz (y—y) eliminirt. so fällt auch (e«—x) 





mit hinweg, d. h. Gleiehung 75) geht über in 






































m a mn nn 
16) 7 2.) 
Daraus tolgt weiter 
7 Mo sah Hr 
a Ta 6.7 
2 1+p? VI +9. 
18) I = 
pP y 
— np?) 2 = 4 2 (2 == 2 2 
79) Ki = Vs ( 3r + Es Be) —_ » ( 3r + V 49. 2) 
i 2 a, zu Dal 
Nun substituire man die für me: und für —— hergestellten Ausdrücke in Gleichung 75). 
so geht sie über in 
— 3.1: 44.92 +9. 2k 2 
a P= n on 
oder, wenn man Alles mit 2 multiplicirt, in 
= 3.3412. +9. So Sa 
80) AL an = me 
3.7 
Ebenso geht, durch die gehörigen Substitutionen, kun 74) über in 
è 3y AVI D "o 4 Io ER 9. 
31) 2.) g= zL E E 37.) Vz 


Wenn man hier noch A statt 2 L setzt, so fallen die Gleichungen 30) und = genau mit 65) 
und 66) zusammen, wie zu beweisen war. 
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242 G. W. Strauch. 


Dritte Methode. Man kann das einfach singuläre Integral auch gewinnen, wenn man 
bei Gleichung 53) den ersten Factor zu Null werden. d. h. wenn man die Gleichung 











S2) Se (v + u. (u—p) ei = ?h. (z + (u—p) . =) 
gelten lässt. Man dividire mit 52) in 82), so gibt sich 
3 d i 
3 o lac (x + (u—p) - —) =», (y oa pr. =) 
oder 
dc A 
83) u. (up). or E 2oy 5 3u.X 
Jetzt eliminire man — aus 52) und 83), so gibt sich weiter 
84) 27. (y—un)’ —* . (y— aur) 
oder 
4.h 1 
85) T 


Nun muss man untersuchen, ob von 85) auch den beiden Gleichungen 52) und 82) zugleich 
genügt wird, und ob das zu 85) gehörige Integral ein einfach singuläres oder ein ein- 
fach particuläres ist. Weil aber Gleichung 85) dieselbe ist, wie 67); so ist auch der weitere 
Verlauf dieser dritten Methode, wie bei der zweiten. 


SS 
Beispiel 2. Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die parallel auf sie auf- 


fallenden Lichtstrahlen so zurückgeworfen werden, dass die zugehörige Katakanstika die 
durċh folgende Gleichung 


56) v= 
vorgeschriebene konische Parabel ist. 


Hier bekommt man für die gesuchte Reflexions-Curve folgende Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

57) (: + u. (u—p) =) = ah (x + (u—p) =) 

= y N P, ” du PS \ 1 "du 


und wenn man differentiirt, so gibt sich weiter 
3 de dp dr ; du 3 
2 ES > BEN J = 
55) (u Dede, h) e u E zr) = |) 


Lässt man die Differentialgleichung dritter Ordnung 





59) 2 = = 5 = — (u—p). — = 
gelten; so ist (nach &. 6) die den beiden Differentialgleichungen 87) und 39) zugleich genü- 
gende Ditferentialgleichung erster Ordnung dargestellt durch die Verbindung der beiden 
Gleichungen 

90) DDR 
und 

91) (y—B) = (z—A). u 


7 
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Jetzt substituire man für «w den Gleichung 91). so geht diese über in 


92) e 


und wenn man mit dieser Gleichung weiter verfahrt, wie mit Gleichung 20) in $. 5; so ist 
das allgemeine Integral durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 


93) Ba A 
und 
Ian. 
94) VB + (AF =e + E 
oder, was das nämliche ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 
95) 0 S= 
und 
96) +V —y? + (e—) =r + E 


‘dargestellt, d. h. man hat alle jene unendlich vielen Schaaren konischer Parabeln, deren 
Hauptaxen mit der allen diesen Parabeln gememschaftlichen Abscissenaxe parallel laufen, 
und deren Brennpunkte in der durch die Gleichung y’ = 24 . x vorgeschriebenen Ratakanstika 
liegen. 

Nun sind die Reflexions-Curven als Gränz-Curven der zweiten Ordnung nicht durch 
allgemeine, sondern durch einfach singnläre Integrale darzustellen; und diese kann 
man, wie schon in $. 6 vermerkt, auf drei verschiedenen Wegen aufsuchen. 

Erste Methode. Wenn man das einfach singuläre Integral aus dem allgemeinen 
ableitet, so beachte man vorerst, dass 


+ [va + = + [A -dy 








par H. 2a ( Y+ VE +12 ) 
Z 2ER +5 Selm 
p. Var h ( ho ) 
= + ——- — — . lent| 
== 3.h 2 Ignat yt Vao? 
Doe VEE h Da Very: 
== d Ie — 5 . lgnat e le | 


ist. Hier gehören durchweg die oberen Zeichen zusammen, und ebenso die unteren; nnd es 
specralisiren die (in $. 6 aufgestellten) zwei Gleichungen 42) und 44) sich diesmal m 


7) (y—y) — (x—r) . 4 = 
und 


98) + Mod A ee ee Zen ni - . lenat ee ara 


h 


Eliminirt man zuerst die Differenz (y—y), und hierauf die Differenz (x—r) aus 97) und 98); 
so bekommt man bezüglich 


Lyster n. y h = De ep 
2) on ih lemaı Zie, 
und i 
— o + Vey? — g b- (—y Yet) h —y + Vry 
100) SA y5 K4 273 H lenat | 


we 
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Durch die Verbindung der drei Gleichungen 86), 99), 100) hat man, wegen des Inte- 
grations-Constanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven, von welehen 
allen. sobald die ursprünglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abseissenaxe auffallen, die 
vorgeschriebene Ratakaustika y? = 2% . x erzeugt wird; und weil x und y als Funetionen von 
r und y ausgedrückt sind, so können alle diese Reflexions-Curven mittels der Coordinaten der 
vorgeschriebenen Katakaustika construirt werden. 

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man aus 86) und 99) entweder das x oder das y 
eliminirt, im ersten Falle das y und im zweiten Falle das x als Function von x und X 
erscheint; und somit ist nachgewiesen, dass die Verbindung der drei Gleichungen 86), 99), 
100) ein einfach singuläres und nicht ein einfach partieuläres Integral ist. 

Zweite Methode. Wenn man das einfach singuläre Integral aus der ersten Stamm- 
gleichung ableiten will, so muss man die zwei Gleichungen 90) und 91) zu Hilfe nehmen; 
und dabei specialisirt sich Gleichung 50) in 


101) Ben we e 


a u 


Das nächste Geschäft ist jetzt, dass man sich überzeugt, ob von der Gleichung 101) auch die 
87) erfüllt wird, und ob das zu 101) gehörige Integral ein einfach singuläres oder ein 
einfach partieuläres ist. Aus 101) aber folgt der Reihe nach 


h 1 
(93 =e ri 
NOL) Ve ara a 
de I 1 du 
103) P En (x = ne =) a 
Po du | 1 du\? s h 1 deu 
104) a a er e ae 


Wenn man die hier für y und p hergestellten Ausdrücke in Gleiehung 87) einsetzt, so wird 
diese identisch, d. h. Gleichung 87) wird von dem zu 101) gehörigen Integral erfüllt. Wenn 
man ebenso die hier für p und a hergestellten Ausdrücke in Gleichung 89) substituirt. so 
reducirt sich diese auf 

h du 


u3 dx 


Letztere Gleichung trägt aber einen Widerspruch in sich selbst; und somit ist man überzeugt, 
dass das zu 101) gehörige Integral wirklich ein einfach singuläres zu der vorgelegten 
Differentialgleichung 87) ist. Um jedoch Gleichung 101) weiter behandeln zu können, muss 
man für u den Ausdruck ir zurückführen; und dabei geht 101) über in 


hf 2p a 1—p? 
106) N S 


oder, wenn man differentiirt. sodann die beiden ersten Theilsätze in einen zusammenzieht. 











und zuletzt Alles mit —— multiplicirt, 
1+Pp* 
= Pe IP oi dp _ ŁA 1 dp 
107) 1—}* FF EE "da ae p de 
Daraus folgt durch Integration 
p? > h 
105) Ta L-+ 7 . lenmai p 


und wenn man g aus 106) und 108) eliminirt, so bekommt man weiter 


109) D o g= 2b A 4 . (1—p’”) + - - lenatp 
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Durch die Verbindung der beiden Gleichungen 108) und 109) hat man, wegen des Integra- 
tions-Constanten L, abermals eine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven, von 
welchen allen, sobald die ursprünglichen Liehtstrahlen parallel mit der Abseissenaxe auf- 
fallen, die bestimmt vorgeschriebene Katakaustika y’—=2h.r erzeugt wird; und weil = und y 
als Functionen von p ausgedrückt sind, so können alle diese Reflexions-Curven mittels ihrer 
Tangenten eonstruirt werden. 

Dass aber aus der Verbindung der beiden Gleichungen 108) und 109) dieselben Curven 
hervorgehen, wie aus der Verbindung der Gleichungen 99) und 100); davon kann man sieh 
auf folgende Weise überzeugen: 

In Folge der drei Gleichungen 38), 39), 40) ist bekannt, dass, es mögen die Bestand- 
theile x, y, Æ von x unabhängig oder von x abhängig sein. der für p hervorgehende Ausdruek 
sieh jedesmal anf folgende Form 





110) n= (2—8) + Une Teo 
4b) 


redueirt; und wenn man aus 97) und 110) die Differenz („—y) eliminirt, so fällt aueh (x—Ţr) 
mit hinweg, d. h. Gleichung 110) geht über in 








a Vk? +p? 
11 EE 
Uhl) p i 
Daraus folgt weiter 
2) 1 p= 2». 9+YRr%) 
hE 
nnd j 
113) B å ee Very 
l Ne ze 2) 
r? 


3 


Nun substituire man die für p und 





E hergestellten Ausdrücke in die Gleichung 108), so 
bekommt man 
See 


en: ) 
2y 


it 


h 
Bee T ; lgnat ( 
oder, wenn man Alles mit 2 multipliart, 
E h = DE RE ) 
114) Tags 2 ` ai ee aL + a . lgnat 7) 


Ebenso geht, durch die gehörigen Substitutionen, Gleiehung 109) über in 


— y + Vrrıy2 ee) h 
nea Ser a VEN 


(3 
t 2% 


— y + Varıy ) 


-lenmai ( 7 


Wenn man hier noch K statt 2? Z setzt, so fallen die Gleichungen 114) und 115) genau mit 
99) und 100) zusammen, wie zu beweisen war. 

Dritte Methode. Man kann das einfach singuläre Integral auch gewinnen, wenn man 
bei Gleichung 88) den ersten Factor zu Null werden, d. h. wenn man die Gleichung 


dee 


116) u.y+W@.(w—p).—, —h=V0 
gelten lässt. Daraus folgt 
17) (u—p) . = =n 2 
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und wenn man diesen für (u—p) . hergestellten Ausdruck in Gleichung 87) substitnirt, so 
geht diese über in i 
= or u . (ux—y) + h 


u? 


und daraus folgt weiter 
118) e E 


Nun muss man untersuchen, ob von 118) auch den beiden Gleichungen 87) und 116) zugleich 
genügt wird, und ob das zu 118) gehörige Integral ein einfach singuläres oder ein ein- 
fach partieuläres ist. Weil aber Gleichung 118) dieselbe ist, wie 101); so ist auch der 
weitere Verlauf dieser dritten Methode, wie bei der zweiten. 

S D. 


Beispiel 3. Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die parallel auf sie einfal- 
lenden Liehtstrahlen so zurückgeworfen werden, dass die zugehörige Katakaustika die durch 
folgende Gleiehung 


119) Ne eg 


vorgesehriebene Kreislinie ist. 
Hier bekommt man für die gesuchte Reflexions-Curve folgende Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


120) (y + u . (u—p) . = aE (x + (up). = h” 
und wenn man differentiirt, so gibt sich weiter 
1°) (e .y+x+(1+u). (u—p). N) ! (2 nw — — (u—p) . =) = 0 


Lässt man die Differentialeleichung dritter Ordnung 








deu 
"du: 


= 





i d le 
122) a.) 


gelten; so ist (nach $. 6) die den beiden Differentialgleichungen 120) und 122) zugleich 
genügende Differentialgleiehung erster Ordnung dargestellt durch die Verbindung der beiden 





Gleiehungen 
125) Br HE S= k 
und 
192) (y—B) = (x—A) -u 
Jetzt substituire man für a den Ausdruck ne in 124), so bekommt man 


y—PB). p +2. (&x—4A) . p = (y—b) 


und wenn mau mit dieser Gleichung weiter vorfährt, wie mit Gleichung 20) in §. 5; so ist 
das allgemeine Integral dureh die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 

125) Bo S= 
und 


126) Iiro D reM =r} E 
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oder, was das nämliche ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 
127) V"+t=#K 

und 
= Sue en 





dargestellt, d. h. man hat alle jene unendlich vielen Schaaren konischer Parabeln, deren 
Hauptaxen mit der allen diesen Parabeln gemeinschaftlichen Abseissenaxe parallel laufen, 
und deren Brennpunkte in der durch die Gleichung yë + X" = k" vorgeschriebenen Kreislinie 
liegen. 

Nun sind die Reflexions-Curven als Gränz-Curven der zweiten Ordnung nicht durch 
allgemeine, sondern durch einfach singuläre Integrale darzustellen; und diese kann 
man, wie schon in $. 6 vermerkt, auf drei verschiedenen Wegen aufsuchen. 

Erste Methode. Wenn man das einfach singuläre Integral aus dem allgemeinen ab- 
leitet, so beachte man vorerst, dass 


Mrz e e d 
f dr tidy =. me: 
. w t 
= k a, Me r = k . arccos 5 = /h , ame ig, 


ist; und so specialisiren sich die in S. 6 aufgestellten zwei Gleichungen 42) und 44) diesmal 
in 





129) OE O 
und 
130) = Y(y-y)’ I (a= = e LK E e a aeg E 


D 


Um nun das & als Function von x und y auszudrücken, eliminire man die Differenz (y—y) aus 
129) und 130); so bekommt man 
> iCD VEF oL Kek mmie’ 
131) a F k . aretg + 
Um ferner auch das y als Function von r und y auszudrücken, addire man auf der rechten 
Seite der letzten Gleichung die identische Differenz (r—r); so gibt sich zunächst 
: + (e—a). Vry - 2a x 
0) De N ` 2 a 23 
132) 7 SKA e F e a 


Nun folgt aus 129); dass 
133) =) -+ 


und wenn man jetzt die Differenz («—x) aus 132) eliminirt, so bekommt man weiter 


134) = EHE = (yy) E n, 





Man kann aber, wegen Gleichung 119), auch k statt Vx + y? setzen, und so kann man 131) 
und 134) auch umformen in 





135) SEM SRK [f —aretg) 
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Durch die Verbindung der drei Gleichungen 119), 135), 136) hat man, wegen des Inte- 
grations-Oonstanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven, von welchen 
allen, sobald die urspzünglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abseissenaxe auffallen. die 
vorgeschriebene Ratakaustika x? + y’ = A? erzeugt wird; und weil x und y als Functionen 
von r und y ausgedrückt sind, so können alle diese Reflexions-Curven mittels der Coordinaten 
der vorgeschriebenen Ratakaustika construirt werden. 

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man aus 119) und 135) entweder das x oder 
das y eliminirt, im ersten Falle das y und im zweiten Falle das x als Function von æ und K 
erscheint; und somit ist nachgewiesen, dass die Verbindung der drei Gleichungen 119), 155) 
und 136) ein einfach singuläres und nicht ein einfach partienläres Integral ist. 

Zweite Methode. Wenn man das einfach singuläre Integral aus der ersten Stanım- 
gleichung ableiten will, so muss man die zwei Gleiehungen 123) und 124) zu Hülfe nehmen; 
und dabei speeialisirt sich Gleichung 50) in 


137) p= a een 


Das nächste Geschäft ist jetzt, dass man sieh überzeugt, ob von der Gleichung 137) auch die 
120) erfüllt wird, und ob das zu 137) gehörige Integral ein einfach singuläres oder ein ein- 
fach particuläres ist. Aus 137) aber folgt der Reihe nach 


Y =u t k. Vipit 





p=u+le+ TA 


9 


dp k.u dèu k du? 
ee ek re vIT®) e 
Wenn man die hier fir y und p hergestellten Ausdrücke in Gleichung 120) substituirt, so 
wird diese identisch, d. h. Gleichung 120) wird von dem zu 137) gehörigen Integral erfüllt. 
Wenn man ebenso die hier für p und 2 hergestellten Ausdrücke in Gleichung 122) substi- 
tnirt, so reducirt sich dieselbe auf 

= £ du 

F Wiper Ta 0 
und weil letztere Gleichung einen Widerspruch in sich selbst trägt, so ist man überzeugt, 
dass das zu 137) gehörige Integral wirklich ein einfach singuläres der Gleichung 122) ist. 
Um jedoch Gleichung 137) weiter behandeln zu können, muss man für v den Ausdruck sub- 
stituiren; und dabei setzt Gleichung 137) sich um in 


£ JR +92 
138) y == = 5 ve dl. au 


en: T E 








oder, wenn man differentiirt, sodann die beiden ersten Theilsätze in einen zusammenzieht, 











hierauf alle Vorzeichen in die entgegengesetzten verwandelt, und zuletzt Alles mit ar 
multiplicirt, 
p? 2m dp a p dp 
u) ei een 
OT) “ 


1—p? a m "ode (1—p?) 


Daraus folgt durch Integration 





140) Zr Lg k. (r agp) 


1--p* 
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und wenn man © aus 138) und 140) eliminirt, so bekommt man weiter 
141) Be ie zaretenn) 


Durch die Verbindung der beiden Gleichungen 140) und 141) hat man. wegen des Integra- 
tions-Constanten L, abermals eine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven, von 
welehen allen, sobald die ursprünglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abseissenaxe auffallen, 
die bestimmt vorgeschriebene Ratakaustika y’ + "= 4? erzeugt wird; und weil x nnd y als 
Functionen von p ausgedrückt sind, so können alle diese Reflexions-Curven mittels ihrer Tan- 
genten construirt werden. 

Dass aber aus der Verbindung der beiden Gleichungen 140) und 141) dieselben Uurven 
hervorgehen, wie aus der Verbindung der beiden Gleichungen 135) und 136); davon kann 
man sich auf folgende Weise überzeugen: 

In Folge der drei Gleichungen 38), 39), 40) ist bekannt, dass, es mögen die Bestand- 
theile x, y, E von v unabhängig oder von x abhängig sein, der für p hervorgehende Ausdruck 
sich jedesmal anf 


(2-1) + V (y—)? + (er) 





22) I= mer 
redueirt. Nun folgt aus 129), dass 
143) BZ) en 


ist; und indem man mittels 143) die Differenz (y—y) aus 142) entfernt, fällt auch (e—r) mit 


hinwee, und es bleibt nur 











teki 
— y +V NR Da: 
= m a u _ 
144) m= - 2i 
Daraus folgt weiter 
z zo Wmo pai 
145) 1 — = a 
und 
4 d Sm w ta Dp pa l en t a 
146) Wae pe o - ac. =; - aeg aa, 


Nun substituire man die betreffenden Ausdrücke in 140), so bekommt man 








mn 
oder, wenn man Alles mit 2 multiplicirt, 
147) in „nl (+ — arctg | 
Man substituire ebenso die betreffenden Ausdrücke in die Gleichung 141), so bekommt man 
weiter 
= 2 y= LFR kk (== + arctg | 
oder i 


Th ,_9 = A Et 
a ae) 


oder, mit Veränderung der Zeichen 





148) un) ee (+ + aretg ,) 
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250 G. W. Strauch. 


Wenn man hier noch K statt 2 L setzt, so fallen die Gleichungen 147) und 148) genau mit 
135) und 136) zusammen, wie zu beweisen war. 

Dritte Methode. Man kann das einfach singuläre Integral auch gewinnen, wenn 
man bei Gleichung 121) den ersten Factor zu Null werden, d. h. wenn man die Gleichung 


149) u.y+xz+(l+4W).(u—p). = = í) 
gelten lässt. Daraus folgt 
150) wo). = FE 
und wenn man diesen für (u—p) . <= hergestellten Ausdruck in Gleichung 120) substituirt, 


so geht diese über ın 





Da 


oder in 


(y—un)? 2 
a 


und daraus folgt weiter 
151) y—w—+k.Vl+ u 


Nun muss man untersuchen, ob von 151) auch den beiden Gleichungen 120) und 149) zu- 
gleich genügt, und ob das zu 151) gehörige Integral ein einfach singuläres oder ein 
einfach particuläres ist. Weil aber Gleichung 151) dieselbe ist, wie Gleichung 137); 
so ist auch der weitere Verlauf dieser dritten Methode, wie bei der zweiten. 


Zweiter Abschnitt. 
Bestimmung der Reflexions-Curven für von einem leuchtenden Punkte herkommende Liehtstrahlen. 


$. 10. 


Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden Punkte 
herkommenden Lichtstrahlen so zurückgeworfen werden, dass die Ratakaustika sich in einen 
einzigen Punkt (Brennpunkt) zusammenzieht. 

Man richte das Coordinatensystem der gesuchten Reflexions-Curve so ein, dass die Abseis- 
senaxe durch den leuchtenden Punkt geht; und wenn dabei die Coordinaten des vorgeschrie- 
benen Brennpunktes die festen Werthe g und h haben, so specialisiren sich für dieselben die 
Gleichungen 2) und 3) bezüglich in 

152) 


und 


g =v + (u 2). u 


153) b=y+a.(u-p). 
und jede Curve, welche diesen beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung zugleich 
genügt, hat die in der Aufgabe verlangte Eigenschaft. 

Das nächste Geschäft ist nun, eine erste Stammgleichung aufzusuchen, welche diesen 
beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung zugleich genügt; und wenn man hier wie in 
S. 5 verfährt, so bekommt man 

154) y — h = (9) . u 
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Diese erste Stammgleichung enthält keinen Integrations-Constanten; denn nur so kann sie, 
wie man bereits im $.5 ersehen hat, den beiden vorgelegten Differentialgleichungen 152) und 
153) zugleich genügen. Um aber die Aufgabe weiter durchführen zu können, muss man für x 
den in §. 2 befindlichen Ausdruck 


2.(2—9).p — y.(1-P?) 
2.y.p + (—g). (1—p?) 


in welchem durch g die Abseisse des leuchtenden Punktes dargestellt ist, zurückführen. Dabei 
geht Gleichung 154) über in 


155) (@—9)- (9b) + (@—9) . 9) - P + 2. ((@9) - (09) — (y—b) . 9): p 
— (eg). 5) = (e—a) u! 
Man multipheire diese Gleichung mit ((«—9) . (y—b) — (x—9) a so gibt sieh 
156) (g) 96° — @-9) - °) -7 
+ 2. ((@—g). (e—g) - (u—b)— (1—9) (4—9) -y —(x—g) - @—g) -y + (@9). 9b). 7) -P 
— (N h ee 0 
Man addire die beiden identischen Differenzen 


Ka) ee) er! 





und 


Gh) u ph) o a o 


so setzt Gleiehung 156) sich um in 


157) ((«—9)’ + °) - (@—8) + y—b) -pY — (@&-9)° + W5)°) - (a9) + 9:7) = 9 


Daraus folgt 





(x—9) typ @=-9)+W-N.r 
Eher y AEE a) 

Va: + è Ve? + Wh)? 

und wenn man integrirt, so gibt sich 


= 2 2 F 2 3 2 
159) C e — 
Das den Differentialgleichungen 152) und 153) gemeinsame Urintegral ist also nur mit einem 
und nieht mit zwei Integrations-Constanten versehen. Die Ursache ist schon bei Gleichung 22 


158) 


angemerkt. 

Bei Gleiehung 159) erkennt man, dass der Ausdruck ve yF der vom leuehtenden 
Punkte, und dass der Ausdruck V (x—g)? + (y—b)’ der vom vorgeschriebenen Brennpunkte 
(8,5) Mh irgend einem Punkte der gesuchten Reflexions-Curve gezogene Leitstrahl ist; und 
daraus folgt, dass, je nachdem man beim Doppelzeichen + das obere oder untere gelten 
lässt, entweder die Summe oder der Unterschied der beiden Leitstrahlen gleieh ist denı 
Integrations- Constanten G, d. h. die durch 159) dargestellte Curvenreihe besteht entweder 
aus konischen Ellipsen oder aus konisehen Hyperbeln, welchen allen die unveränderliche 
Excentricität V(g9—9)” + h? gemeinschaftlich ist. Nun hat man zu unterscheiden: 

1. Bei den konischen Ellipsen wird jeder zwischen zwei zusammengehörigen Leitstrahlen 
liegende Winkel von der betreffenden Normale halbirt; und somit wird jeder von einem 


sg” 
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Brennpunkte einer konischen Ellipse ausgehende Lichtstrahl] nach dem anderen Brennpunkte 
reflectirt. Weil nun alle durch 





E +9 e + a = 4 


dargestellten Ellipsen die Brennpunkte gemeinschaftlich haben, so haben auch alle diese 
Ellipsen die von der Aufgabe verlangte Eigenschaft. 

3. Bei den konischen Hyperbeln wird jeder zwischen zwei zusammengehörigen Leit- 
strahlen liegende Winkel von der betreffenden Tangente halbirt; und somit wird jeder von 
einem Brennpunkte der konischen Hyperbeln ausgehende Lichtstrahl sowohl im näheren als 
auch im entfernteren Hyperbelzweige so reflectirt, dass, wenn man den reflectirten Lichtstrahl 
rückwärts verlängert, diese Verlängerung in den anderen Brennpunkt eintrifft. Bei den koni- 
schen Hyperbeln werden also die von einem Brennpunkte ausgehenden Lichtstrahlen so 
veflectirt, dass sie sich zerstreuen, und keine Katakaustika erzeugen. 


8. 11. 


Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden Punkte 
herkommenden Lichtstrahlen so zurückgeworfen werden, dass ihr eine bestimmt vorgeschrie- 
bene Curve als Ratakaustika zukommt. 

Auch hier richte man das Coordinatensystem so ein, dass die Abscissenaxe durch den 
leuchtenden Punkt geht; und wenn sich dann für die vorgeschriebene Ratakaustika die 
bestimmte Gleichung 


160) RI (1 y) =) 


ergibt, so hat man für x und y die Ausdrücke 2) und 3) einzuführen, und man bekommt für 
die gesuchte Reflexions-Curve folgende Differentialgleichung zweiter Ordnung 


161) D (z + (u—p). = (y + u. (u—p). 


Man bediene sich auch hier der schon in $. 6 angewendeten Abkürzungszeichen M und N 


© 


und differentiire 161); so bekommt man auch hier 


de 
du 








=o 





dur dx d dr g3 
> MiS N ) (2 — A => u ) jd 
162) C len e E E a a a 





Dieser Gleichung wird aber genügt, entweder wenn 











dp dæ du 
2) mmh, = 
163) 2 FO (u—p) =l 
oder wenn 
d daN 
164) TT = Ui o N = 


Die Differentialgleichung 163), welche von der dritten Ordnung ist, führt hier ebenso, wie m 
$. 6, zu folgender Verbindung zweier Gleichungen: 

165) 3 (4,5) =0 
und 


166) (y—E) = (x— A) u 


LY 
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Die Verbindung dieser beiden Gleiehungen ist die erste Stanımgleichung zu 161); und weil 
A und B in der durch 165) ausgesprochenen Abhängigkeit zu einander stehen, so kann man 
entweder A oder B aus 166) eliminiren, wodurch man eine erste Stammgleichung mit nur 
einem Integrations-Oonstanten bekommt. 

Um nun die Gleichung 166) weiter behandeln zu können, muss man für u den Ausdruck 
5) zurückführen; und dabei geht 166) iiber in 


167) (@&—9) . W —B) + @—A) y) -P + 2 (ao 1) — WB). y) : p 
ee eV 


Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wie mit Gleichung 155) im $. 10; so bekommt 


man die Urgleiehung 





168) Ya’ + y 3 la At Bet 


Hier erscheinen drei Integrations-Constanten A, B, G, während die vorgelegte Differential- 
gleichung 161) nur eine von der zweiten Ordnung ist. Weil jedoch A und B in der durch 
Gleiehung 165) ausgesprochenen Abhängigkeit zu einander stehen, so kann man ent- 
weder A oder P elimmiren, und ein Urintegral mit nur zwei Integrations-Constanten 
herstellen. 

Vergleieht man jedoch die Geichungen 160) und 165) mit einander, so erkennt man, 
dass zwischen A und Æ dieselbe Relation stattfindet, wie zwischen y und y. Man kann also 
statt der Integrations-Constanten A und B auch die zur vorgeschriebenen Katakaustika 
gehörigen Coordinaten x und y setzen: und dabei geht 168) über in 


| 


a VESI + 9° + Ve‘ + Wy =G 


Der Ausdruck V(a—g)? + y” ist der vom leuchtenden Punkte nach irgend einem zur gesuchten 
Reflexions-Curve gehörigen Punkte (x. y) gezogene Leitstrahl. Ebenso ist der Ausdruck 
V (@—v)? + (y—y) der von irgend einem zur vorgeschriebenen Ratakaustika gehörigen 
Punkte (r, 9) naeh dem zur gesuchten Reflexions-Curve gehörigen Punkte (x, y) gezogene 
Leitstrahl. Daraus folgt, dass, je nachdem man in Gleichung 169) dem Doppelzeichen seine 
positive oder negative Bedeutung beilegt, entweder die Summe oder der Unterschied der 
beiden Leitstrahlen gleich ist dem Integrations-Constanten G, d. h. alle dureh 169) dar- 
gestellten unendlich vielen Curven-Schaaren bestehen entweder aus konischen Ellipsen oder 
aus konischen Ilyperbeln mit der Hauptaxe G und mit der Exeentrieität Vea +91”. 
Jeder im Umfange der vorgeschriebenen Katakaustika liegende Punkt (x. y) ist der eine 
Brennpunkt, und der leuchtende Punkt ist der andere Brennpunkt der durch 169) dargestellten 
Ellipsen oder Hyperbeln. Man hat nun zu unterscheiden: 





1. Bei den konischen Ellipsen wird jeder zwischen zwei zusammengehörigen Leit- 
strahlen liegende Winkel von der betreffenden Normale halbirt, und somit wird jeder von 
einem Brennpunkte der konischen Ellipsen ausgehende Lichtstrahl in den anderen Brenn- 
punkt reflectirt. Wählt man also im Umfange der vorgeschriebenen Katakaustika irgend 
einen Punkt, und verbindet man diesen mit dem leuchtenden Punkte; so sind alle unendlich 
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vielen konischen Ellipsen, denen die eben besagte Verbindungslinie als Excentricität zukommt; 
so beschaffen, dass sie die vom leuchtenden Punkte herkommenden Lichtstrahlen nach 
jenem (im Umfange der vorgeschriebenen Katakaustika gewählten) Punkte refleetiren. 
Geht man zu einem zweiten (unmittelbar anliegenden) Punkte im Umfange der vor- 
geschriebenen Natakaustika über, und verbindet man diesen zweiten Punkt wiederum mit 
dem lenehtenden Punkte; so sind alle unendlich vielen konischen Ellipsen, denen diese 
„weite Verbindungslinie als Excentricität zukommt, ebenfalls so beschaffen, dass sie die 
vom leuchtenden Punkte herkommenden Lichtstrahlen nach dem (im Umfange der vor- 
geschriebenen Katakaustika gewählten) zweiten Punkte refleetren. Und so fort. 

Weil nun (nach $. 10) bei jeder konischen Ellipse, sobald der eine ihrer Brennpunkte 
der leuchtende Punkt ist, die Katakaustika sich in den anderen Brennpunkt zusammenzicht, 
welcher bei allen durch 169) dargestellten unendlich vielen Ellipsen-Schaaren jedesmal ein 
dem Umfange der vorgeschriebenen Katakaustika angehöriger Punkt ist; so ist unter allen 
diesen Ellipsen keine einzige im Stande, von der vorgeschriebenen Katakaustika mehr als 
einen Punktzu erzeugen, d. h. keine einzige dieser Ellipsen ist die gesuchte Reflexions-Curve. 
Man muss also untersuchen, ob unter diesen unendlich vielen Ellipsen-Schaaren solche Reihen 
stetig nebeneinander liegender Ellipsen vorkommen, die sich so schneiden, dass die dadurch 
entstandenen Durehschnittslinien auch noch der vorgelegten Differentialgleichung 161) genü- 
een. Weil aber diese Differentialgleichung eine der zweiten Ordnung ist, so muss jede 
Durchschnittslinie ($. 4) eine solche Gränz-Curve sein, welche in allen ihren Punkten mit 
irgend einer der sich schneidenden Ellipsen eine Berührung der zweiten Ordnung eingeht. 
Die Gränz-Curven der zweiten Ordnung werden aber, wie in der analytischen Geometrie 
noch näher nachgewiesen werden muss, durch das einfach singuläre Urintegral dar- 
gestellt; und dieses kann bekanntlieh auf drei verschiedenen Wegen ermittelt werden. 

ə, Bei den konisehen Ilyperbeln wird jeder zwischen zwei zusammengehörigen Leit- 
strahlen liegende Winkel von der betreffenden Tangente halbirt, und somit wird jeder von 
einem Brennpunkte der konischen Hyperbeln ausgehende Lichtstrahl sowohl im näheren als 
auch im entfernteren llyperbelzweige so reflectirt, dass, wenn man den reflectirten Strahl 
rückwärts verlängert, diese Verlängerung in den anderen Brennpunkt eintrifft. Bei den 
konischen Hyperbeln werden also die von einem Brennpunkte ausgehenden Lichtstrahlen so 
reflectirt, dass sie sich zerstreuen; und desshalb kann auch von den diese Hyperbeln oseuli- 
renden Gränz-Curven keine Ratakaustika erzeugt werden. 

Weil nun durch Gleichung 169) nur konische Ellipsen dargestellt werden dürfen, so 
darf bei dem Doppelzeichen auch nur das positive gelten; und Gleichung 169) specialisirt 


sieh in 


7 Er NE 2 75 3 2 
170) Via—g)? + 3° +V (e—r? + u =G 
"Erste Methode, das einfach singuläre Integral zu bestimmen. Wenn man dieses 
aus dem allgemeinen Urintegral ableiten will; so beachte man, dass die Integrations- 
Constanten von x und von y unabhängig sind bei allen sich schneidenden Curven; und 
wenn man in dieser engen Beziehung die Gleichung 170) differentiirt, so bekommt man 


u wo) Ya? + yV r)? + Wo)? 
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Dagegen müssen die Integrations- Constanten Functionen von œ sein bei allen Gränz-Curven; 
und wenn man in dieser weiteren Beziehung die Gleichung 170) nach allen æ differentiirt, so 
bekommt man 

dy =p) VE + + (e9) Ve + wor 


172) Z= 





Wy). Ya? +y + y V= + 9-9) 


an dG 


(e-a + u=) i) = +(e t U). E P s 
— c Va + 

(o) Ve ty + yV? yo een 
Damit aber aus 171) und 172) sich für L zwei ebenförmige Ausdrücke ergeben können, 


muss die Gleichung 


173) (+ 0—3). F) E + (Ve +0) Eo 


stattfinden. Differentiirt man Gleichung 171) noch einmal sowohl nach allem explicit als aueh 








nach allem implicit in y, x, y enthaltenen x; so bekommt man neben der Gleiehung 173) auch noch 


174) [@-9)(@-D + y @)+ V9) +3’) - Ve a]. (0-9) — ler) S) a 
Daraus kann aber nur folgen 
d 
175) G a = 

und hiermit wird diejenige Grade dargestellt, welche durch den Punkt (w, y) der gesuchten 
Reflexions-OCurve geht, und zugleich die zum Punkte (x, y) der vorgeschriebenen Katakaustika 
gehörige Tangente ist. Jede Katakaustika ist ja, wie schon in $. 1 auseinandergesetzt wurde, 
eine einhüllende Gränz-Curve. 


Eliminirt man jetzt mittels der Gleichung 175) die Differenz (y—H) aus 175), so fällt 
auch (gz—r) mit hinweg; und 173) geht über in 


(de? + do’) + (Vde + di?) . dG = 0 








oder in 
Vde + d) + dG = 0. 
Daraus folgt 





dG = — Vde + d? 

oder 

176) C 
wo K ein Integratious-Constanter ist. Gleichung 170) geht also über in 

177) Veg Ey + VEZA + U = K— Var + h. 
Mit dieser Gleichung hat man aber noch folgende drei 

175) G)—-@-).z=0 

160) (u) 0 

178) E 


zu verbinden, d. h. man hat die in 177) angezeigte Integration auszuführen, und sodann die 
drei Bestandtheile x, y. dy zu elimmiren. Dabei fällt auch dy mit hinweg, und es ergibt sich 
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eine Gleichung zwischen œ und y und dem Integrations-Constanten A. Diese neue Gleichung 
ist aber ein einfach singuläres Urintegral zu 161); und durch dasselbe ist, wegen des 
Integrations- Constanten X, eine Reihe stetig aufeinander folgender Reflexions-Curven dar- 
gestellt, von welchen allen, sobald die ursprünglichen Lichtstrahlen von dem leuchtenden 
Punkte, dessen Abseisse = g ist, herkommen, die bestimmt vorgeschriebene Katakaustika 
À i 9) = 0 erzeugt wird. 

Zweite Methode. Zu dem einfach singulären Integrale kann man auch mittels der 
ersten Stammgleichung gelangen. Man beachte also wiederum, dass die Integrations- 
Constanten von & und von y unabhängig sind bei allen sich schneidenden Ellipsen; und wenn 
man in dieser engen Beziehung die Gleichung 166) differentürt, und dabei sich erinnert, 


dass u diesmal eine Function von x, y. p ist; so bekommt man 











a, dau dyu 
179) ae aaa a 
dx («—A) i = 


Dagegen miissen die Integrations-Constanten Functionen von x sein bei allen Gränz-Curven: 
und wenn man in dieser weiteren Beziehung die Gleichung 166) nach allen x differentiirt, so 


bekommt man weiter 








dru dyu dB 
180) dp S ATE u 
da CAE St («—A). 5 ` de 


Damit aber aus 179) und 180) für 57 zwei ebenförmige Ausdrücke sich ergeben können, 


muss die Gleichung 





dB 
stattfinden. Nun folgt aus 165) die Ditferentialgleichung 
g daŭ 1 dn dB re 

lez) A ae a 0 


und wenn man aus den vier Gleichungen 165), 166), 181), 182) die drei Bestandtheile A, B, 


IB 5 EG > 
IT eliminirt, so bekommt man endlich 


185) y  u.x2—=dli) 


wo die Form des Ausdruckes g' (u) abhängig ist von & (A, L) = 0. Hier hat man für u noch 
seinen Ausdruck 

Zle — y- (1—2?) 

O EA) 
zurückzuführen, und die sich ergebende Differentialgleichung erster Ordnung zu integriren. 
Dadurch gelangt man zu der nämlichen mit v, y und dem Integrations-Constanten A ver- 
selienen Urgleichung, wie bei der ersten Methode. 
Dritte Methode. Lässt man die Gleichung 164), d. b. die Gleichung 


d m d NÖ 


3 =r 
154) dM +u. aN 0 


gelten, so hat man jetzt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung; und man muss eine 
solehe der ersten Ordnung aufsuchen, von weleher die beiden Gleichungen 161) und 184) 
zugleich erfüllt werden. Die hier aufzusuchende Differentialgleichung erster Ordnung wird 
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aber genau wieder die Gleichung 183) sein, durch deren Integration sich also auch die 
nämliche mit x, y und dem Integrations-Oonstanten A versehene Urgleichung ergibt, wie 
bei der zweiten Methode. 

(Man vergleiche die dritte Methode in §. 7, $. 8, $. 9.) 

Anmerkung. In speeiellen Fällen werden durch die zweite und dritte Methode grosse 
Weitläufigkeiten veranlasst; und desshalb sollen die in $. 12, §. 13, $. 14 nachfolgenden 
Beispiele nur nach der ersten Methode ausgeführt werden. 


$. 12. 


h 


Beispiel 4. Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden 
Punkte herkommenden Lichtstrahlen so zurückgeworfen werden, dass die zugehörige 


. Katakaustika die durch die Gleichung 
155) Dir, 
vorgeschriebene semikubische Parabel ist. 


Hier ist (nach §. 11) das allgemeine Integral durch die Verbindung der folgenden 
zwei Gleiehungen 


186) B—h.4 


und 








187) e a a y ar 
oder, was das nämliche ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 


188) y =h, ji 


und 





189) Kama’ Hy +V + = 
dargestellt, d. h. man hat alle nnendlich vielen Schaaren konischer Ellipsen, bei denen 
jeder im Umfange der vorgeschriebenen Parabel liegende Punkt der eine Brennpunkt sein 
kann, und bei denen der leuchtende Punkt der andere Brennpunkt sein muss. 

Nun sind die Reflexions-Curven, als Gränz-Curven der zweiten Ordnung, nieht durch ein 
allgemeines sondern durch ein einfach singuläres Integral darzustellen; und die Gleichungen 
175) und 177) specialisiren sich diesmal in 





190) De 
und 
1 44 


191) V(æ—g} + 2 + VE + vH" = RK (+ 5): N +4 


Durch die Verbindung der drei Gleichungen 155), 190), 191) hat man , wegen des Integrations- 
Constanten W, eine Reihe stetig auf einander folgender Reflexions-Curven, von welchen allen, 
sobald die ursprünglichen Lächtstrahlen von einem leuchtenden Punkte, dessen Abscisse = g 
ist, herkommen, die vorgeschriebene Katakanstika y’ = h.r’ erzeugt wird; und weil man x 
und y als Functionen von x und y ausdrücken kann, so können alle diese Reflexions-Curven 
mittels der Coordinaten der vorgeschriebenen Katakaustika construirt werden. 


Denkschriften der mathem.-natuturw. Cl, XX. Bd. Abhandl. v.Nichtmitgliedern. hh 
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Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man entweder y und y, oder y und x aus den 
drei Gleichungen 185), 190), 191) eliminirt, im ersten Falle das x, und im zweiten Falle das 
y als Function von x und X erscheint; und somit ist nachgewiesen, dass die Verbindung 
dieser drei Gleichungen ein einfach singuläres und nicht em einfach particuläres 
Integral ist. 


S lg 
Beispiel 5. Man sucht diejenige Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden 


Punkte herkommenden Lichtstrahlen so reflectirt werden, dass die zugehörige Katakaustika 
die durch die Gleichung 


102) H = 


vorgeschriebene konische Parabel ist. 
Hier specialisiren sich die Gleichungen 175) und 177) bezüglich in 





a : h 
193) came oa 
und 
TELTE DEE e N a E 
194) Va Ey AHV NR HE 4 Igıae (SHE) 


und man kann die gesuchte Reflexions-Ourve mittels der Coordinaten der vorgeschriebenen 
Ratakaustika construiren. 
Set 


Beispiel 6. Man sucht diejenige Reflexions-Ourve, bei welcher die von einem leuchtenden 
Punkte herkommenden Lichtstrahlen so reflectirt werden, dass die zugehörige Ratakaustika 
: 2 oO 
die durch folgende Gleichung 


195) TER 
vorgeschriebene Ilypokykloide ist. 
Hier specialisiren sich die Gleichungen 175) und 177) bezüglich in 
196) wo) Ir e a = 
und 
197) Ya)’ + y + VEF = K— k. u 


und man kann auch hier die gesuchte Reflexions-Öurve mittels der Coordinaten der vor- 
geschriebenen Ratakanstika eonstruiren. 
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DO 


ZWEITE ABTUEILUNG. 


Bestimmung der Refraetions-Curven, während die Diakaustika vorgeschrieben ist. 


Erster Abschnitt. 


Bestimmung der Refraetions-Curven für parallele Lichtstrahlen. 


$. 15. 


Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei welcher die parallel auf sie auffallenden Licht- 
strahlen so gebrochen werden, dass die Diakaustika sich in einen einzigen Punkt (Brenn- 
punkt) zusammenzieht. 

Man richte das Coordinatensystem der gesuchten Refractions-Curve so ein, dass ihre 
Abseissenaxe mit den Lichtstrahlen parallel ist; und wenn dabei die Coordinaten des vorge- 
schriebenen Brennpunktes die festen Werthe g und h haben, so speecialisiren sich für die- 
selben die Gleichungen 9) und 10) bezüglich in 


195) g=r+(r+P).Z 
und 
199) by arm). 


und jede Curve, welche diesen beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung zugleich 
genügt, hat die in der Aufgabe geforderte Eigenschaft. Gleichung 198) lässt sich umsetzen in 


(x—g) . dr +v. dr + dy =ü 
und wenn man integrirt, so gibt sich 
200) (z—g).v +y =A 


wo A ein Integrations-Oonstanter ist. Man hat nun allerdings die erste Stammgleichung zu 
198); ob jedoch Gleichung 200) auch der 199) genügt, muss noch besonders nachgewiesen 
werden. Aus 200) folgt 


y =4—(e—9) + 
und 


~ E 





und wenn man für y und p diese Ausdrücke substituirt, so reducirt Gleichung 199) sich auf 
201) h= 
so dass 200) übergeht in 


202) (y—h) + (9). —= U 


hh * 
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Hiermit hat man eine erste Integralgleichung, welche jetzt, nachdem der Integrations- 
Constante A den besonderen Werth h angenommen hat, wirklich so beschaffen ist, dass sie den 
beiden Differentialgleiehungen 198) und 199) zugleich genügt. 

Um aber die Aufgabe weiter durchführen zu können, muss man für » den Ausdruck 11) 
zurückführen; und dabei geht 202) über in 


203) when) m (v—)) p+ (—9)) Se 


Man erhebe beiderseits aufs Quadrat, so ergibt sich eine Gleichung, welche sieh auf folgende 
Weise anordnen lässt: 


4 


204) (9)! + (e—9)) - +r) =? (gb) . p + (@&9)) - 0+) 


und daraus folgt weiter 
er (y—b) .P + («—9) 
) Y(y—b) + (e—9)? 


Wenn man integrirt, so gibt sich 
206) aeg - 


und letztere Gleichung kann man nach umformen in 





E 2 





A pS jj 
207) 3 £ De a b) — =l 
(+) - (+£)? pLi +2)" 
(Man vergleiche den Zusatz am Ende des $S’s, wo der Werth à = — 1 besprochen 


werden wird.) 

Das Urintegral ist also diesmal nur mit einem und nicht mit zwei Integrations-Constanten 
versehen ; denn der erste Integrations-Constante A hat, damit den beiden Differentialgleiehungen 
198) und 199) zugleich genügt wird, den besonderen Werth h angenommen. 

Die durch 207) dargestellte Ourvenreihe besteht aus konischen Ellipsen oder konischen 
ksperbein, je nachdem 4° > I oder 2 — 1 ist. 

Die Hauptaxe aller dieser Curven läuft in der Entfernung y = h mit der Abscissenaxe 
parallel, sie ist also auch mit den ursprünglichen Lichtstrahlen parallel. Die Hauptaxe selbst 
2) .(g+E) 2.(g+2) 

2—l Wan 

Die Ordinaten sowohl der beiden Scheitel als auch der beiden Brennpunkte haben den 

vorgeschriebenen Werth h; dagegen die Abscissen der beiden Scheitel haben die Werthe 


BE = , und die Nebenaxe ist = 








à. g— E 
Era? 


und die Abseissen der beiden Brennpnnkte haben die bezüglichen Werthe 


Am 
m AE 








2.(8+3) 
a Feen 
m o Baen rate 
Daraus folgt, dass die Excentrieität = urn ist. 
Zusatz. Die für die Refraetions-Curve gefundene Gleichung 206) geht, wenn man 
à = — 1 setzt, wieder über in die für die Reflexions-Ourve gefundene Gleichung 21). Aber 
die Gleichung 207) bekommt bei diesem Werthe des A Null in den Nenner, d. h. bei àA = — 1 


verliert die Gleichungsform 207) ihre Gültigkeit; und desshalb muss man — 1 statt % schon 
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in 206) einsetzen, und erst alsdann darf man umformen, wodurch sich wieder die Gleiehung 
2) ergibt 


8. 16. 


Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei welcher die parallel auf sie einfallenden 
Liehtstrahlen so gebrochen werden, dass ihr eine bestimmt vorgeschriebene Curve als Dia- 
kanstika zukommt. 

Aueh hier riehte man das Coordinatensystem so ein, dass die Abseissenaxe mit den Licht- 
strahlen parallel läuft; und wenn sieh dann für die vorgeschriebene Diakaustika die bestimmte 
Gleichung 


208) By) = 0 


ergibt, so hat man für z und y die Ausdriieke 9) und 10) einzuführen; und man bekommt für 
die gesuchte Refractionscurve folgende Differentialgleichung der zweiten Ordnung 




















dx dıe : 
200) R (æ + w-+p). oh (y —v.(v+P): en) —.l) 
Um das Verfahren bequem fortführen zu können, setze man 
dæ 
Q anstatt x + (w +p) -z 
und 
R anstatt y — v . (v+p) . —- 
Dabei kürzt Gleichung 209) sich ab in 
ZLO SO = 
und wenn man nach allem x differentürt, so bekommt man 
do® ARE dp dx d?v 
ə a, ga Er Le i se 
211) (2e me. ein 0 
Dieser Gleiehung wird aber genügt, entweder wenn 
dp dx des 
oder wenn 
91: do = Hd __ 
213) T Oe = 


Die Differentialgleiehung 212), welche von der dritten Ordnung ist, und aus weleher das der 
vorgelegten Differentialgleiehung 209) entsprechende allgemeine Urintegral gewonnen 
wird, lässt sich ohneweiters integriren und liefert 


a + 49) = A 
wo A ein Integrations-Constanter ist. Dabei geht Gleichung 209) über in 
z dx ; 
215) 3 f4, u — e- e+p). E) = 


: ee 
An dieser Gleichung erkennt man, dass der Ausdruck (y — v. (v+ p). <) einen von w und 
von y unabhängigen Werth hat; und wenn man diesen Werth mit B bezeielinet, so bekommt man 


de 


216) san, = 
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während zwischen A und B die ganz bestimmte Gleichung 
ar) 814,2, 0 


stattfindet. Wenn man Gleichung 214) mit v multiplieirt, und das sich ergebende Produkt zu 
216) addirt; so bekommt man 


215) =B) a Aa = 


Hiermit lat man eine erste Stammgleichung, in weleher zwar zwei Integrations-Constanten 
A und P vorkommen; weil aber A und B in der durch 217) ausgesprochenen Abhängigkeit 
zu einander stehen, so kann man entweder A oder P aus 218) eliminiren, und eine erste 
Stammgleichung mit nur einem Integrations-Constanten herstellen. 

Um nun die Gleichung 218) weiter behandeln zu können, muss man für v den Ausdruck 
11) zurückführen; und dabei geht 218) über in 


219) (y—B) — (x—4A) . p = (y— B) -D s («—4)) ‚Mr. | 


Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wie mit Gleiehung 203) im vorigen $; so 
bekommt man das Urintegral 





220) Fi.VYyw—B’ + A S 


Hier erscheinen sogar drei Integrations-Constanten A, B, E, während die vorgelegte Differen- 
tialgleichung 209) nur von der zweiten Ordnung ist. Weil jedoch A und B in der durch 217) 
ausgesprochenen Abhängigkeit zu einander stehen, so kann man entweder A oder P elimi- 
niren, und eine Urgleichung mit nur zwei Integrations-Constanten herstellen. 

Vergleicht man jetzt die Gleichungen 208) und 217) mit einander, so erkennt man, dass 
zwischen A und B dieselbe Relation stattfindet, wie zwischen y und y. Man kann also statt 
der Integrations-Constanten A und B auch die zur vorgeschriebenen Diakanstika gehörigen 
Coordinaten x und y setzen; und dabei geht 220) über in 








221) F À. Vy + e =r E 
oder in 
(x = ar rE P 
222) Pæn G = 
San N E 1 te 
(=) GEF T Cony 
(Man vergleiche den Zusatz am Ende des S’s, wo der Werth A = — 1 besprochen 


werden wird.) 
Alle hierdurch dargestellten unendlich vielen Curven-Schaaren bestehen sonach entweder 
aus konischen Ellipsen oder aus konischen Hyperbeln, je nachdem 3° > 1 oder 4° < 1 ist. 
Die Hauptaxen aller dieser Ellipsen oder Hyperbeln laufen in der Entfernung y = y mit 
der Abseissenaxe parallel, sind also auch mit den ursprüngliehen Lichtstrahlen parallel. Die 





. 2. G +E . o ARE 
Hauptaxen selbst sind = —; wu, und die Nebenaxen sind = nl ; 
r PE=T 
E A.ıtE, 


j i : . T E 
Die Abseissen der beiden Scheitel sind er 


Scheitel eine gleich lange Ordinate, nämlich y = y. 


uad = dagegen haben beide 


u ei 
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Der eine Brennpunkt ist bestimmt durch die beiden Coordinaten x und y, und der andere 


durch die beiden Coordinaten (r zn, und y. 
Daraus folgt, dass die Excentricität = Se ist. 


Vergleicht man die in $. 15 hergestellte Gleichung 207) mit der hier gefundenen Glei- 
ehung 222), so erkennt man, dass, wie sich dort die gebrochenen Lichtstrahlen in dem vor- 
geschriebenen Brennpunkte (g, )) coneentriren mussten, hier die gebrochenen Lichtstrahlen 
sich im Brennpunkte (xr, 9) eoncentriren, d. h. jeder einzelne Punkt der hier vorgeschriebenen 
Diakaustika & (xr, y) = O ist ein Brennpunkt zu irgend einer der durch Gleichung 222) dar- 
gestellten Ellipsen oder IIyperbeln. Desshalb ist unter allen diesen Ellipsen oder Hyperbeln 
keine einzige im Stande, von der vorgeschriebenen Diakaustika mehr als einen einzigen Punkt 
zu erzeugen, d. h. keine einzige der hier gefundenen Ellipsen oder Hyperbeln ist die gesuchte 
Refraetions-Curve. Man muss daher untersuchen, ob unter diesen unendlich vielen Ellipsen- 
Schaaren oder Hyperbel-Sehaaren solehe Reihen stetig neben einander liegender Ellipsen (oder 
Hyperbeln) vorkommen, die sich so schneiden, dass die dadureh entstandenen Durchschnitts- 
linien auch noch der vorgelegten Differentialgleichung 209) genügen. Weil aber diese Difte- 
rentialgleichung eine der zweiten Ordnung ist, so muss jede Durchschnittslinie ($. 4) eine 
solehe Gränz-Qurve sein, welche in allen ihren Punkten mit irgend einer der sich schneiden- 
den Ellipsen (oder Ulyperbeln) eine Berührung der zweiten Ordnung eingeht. — Die Gränz- 
Ourven der zweiten Ordnung werden aber, wie in der analytischen Geometrie noch näher 
auseinander gesetzt werden muss, durch das einfach singuläre Urintegral dargetellt; 
und dieses kann bekanntlich auf drei verschiedenen Wegen ermittelt werden. 

Erste Methode. Wenn man das einfach singuläre Urintegral aus dem allgemeinen 
ableiten will, so ist dessen in Gleichung 221) aufgestellte Form die bequemste. Nun beachte 
man, dass die Integrations-Oonstanten von v und von y unabhängig sind bei allen sich schneiden- 
den Ellipsen (oder Hyperbeln); und wenn man in dieser engen Beziehung die Gleichung 221) 
differentüirt, so bekommt man 


223) er FT Ya): v (y— y)? 


de À . (y—)) 





Dagegen müssen die Integrations-Constanten Functionen von x sein bei allen Gränz-Curven; 
und wenn man in dieser weiteren Beziehung die Gleichung 221) nach allem x differentiirt, so 
bekommt man jetzt 








224) eaaa an Kessel 
dx | . (y—9) 
dY a P ee A 
Um arte a Veto dE 
(9b) "aie o dr 


2 No: Sa, dy . © . ha = 
Damit aber aus 223) und aus 224) sich für ern zwei ebenförmige Ausdrücke ergeben können, 


muss die Gleiehung 








225) ((v—)) A + (x v)) ” F = ; (V (@—r) + vd) el 


stattfinden. Differentiirtman die Gleichung 223) noch einmal sowohl naclı allem explicit als auch 
nach allem implicit in y, x,} enthaltenen x; so bekommt man neben der Gleichung 225) auch noch 





dh 


226)  ((&—t) + 2. V (—r) + w—y) - (a9) — a9) . ee =i 


264 Strauch. 


Daraus kann aber nur folgen 

an) vo) — ad). $= 0 
und hiermit wird diejenige Grade dargestellt, welche durch den Punkt (x, y) der gesuchten 
Refraetions-Curve geht, und zugleich die zum Punkte (r, y) der vorgeschriebenen Diakanstika 
gehörige Tangente ist. Jede Diakanustika ist ja, wie schon im $. 1 auseinander gesetzt wurde, 
eine einhüllende Gränz-Curve. 

Eliminirt man jetzt mittels 227) die Differenz („—y) aus 225), so fällt auch die Differenz 
(<—x) mit hinweg; und 225) geht über in 


(de + d) #4. (Veta). dE = 0 
oder in 
A s Va di a U = 
Daraus folgt 


d= sA E day 


228) PERLA SVETE 
wo K ein Integretions-Oonstanter ist. Gleichung 221) geht also über in 
22) F À o U y—y =r H K hà [va + dy? 


Mit dieser Gleiehung muss man aber noch folgende drei 








227) (—y) — Hd -y = 0 
208) y 

9% d Y AR MM _ 
230) di d = .y = 0 


verbinden, d. h. man muss die in 229) angezeigte Integration ausführen, und sodann die drei 
Bestandtheile x, y, dy eliminiren. Dabei fällt auch dy mit hinweg, und es ergibt sich eine 
Gleichung zwischen & und y und dem Integrations-Constanten K. Diese neue Gleichung ist 
aber ein einfach singuläres Urintegral zu 209); und durch dasselbe ist, wegen des Inte- 
grations-Üonstanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Refraetions-Curven dargestellt, 
von welchen allen, sobald die ursprünglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abseissenaxe aut- 
fallen, die bestimmt vorgeschriebene Diakaustika & (x, y) = 0 erzeugt wird. 

Zweite Methode. Zu dem einfach singulären Integral kamı man auch mittels der 
ersten Stammgleichung gelangen. Man beachte also wiederum, dass die Integrations- 
Constanten von x und von y unabhängig sind bei allen sich schneidenden Ellipsen (oder Hyper- 
beln); und wenn man in dieser engen Beziehung die Gleichung 218) differentürt, und dabei 


’ 
sich erinnert, dass v diesmal nichts als ein mit p versehener Ausdruck ist; so bekommt man 





de 


231) L — erp) 
dx Be 

PRES dp 
Dagegen müssen die Integrations-Constanten Functionen von v sein bei allen Gränz-Curven; und 


wenn man in dieser weiteren Beziehung die Gleichung 218) nach allen x differentürt, so bekommt 


man Jetzt zo edn —t+te Jä 
232) a =A) een e 


ap 


Das umgekehrte Problem der Drennlinien. 265 


Damit aber aus 231) und 232) für < zwei ebenförmige Ausdrücke sich ergeben können, 
muss die Gleichung 
23 ur 


stattfinden. Nun folgt aus 217) die Differentialgleichung 





CRA dp dB 
234) en a 
und wenn man aus den vier Gleichungen 217), 218), 233), 234) die drei Bestandtheile 


aB aee l 
A,D, Fq eliminirt, so bekommt man endlich 
235) oo no) 


wo die Form des Ausdruckes ¢ (v) abhängig ist von 3 (A, B) = 0. Hier hat man für v noch 
den Ausdruck 

P+YR. O4) 

1 p. VR. (FP 
zurückzuführen, und die sich ergebende Differentialgleichung erster Ordnung zu integriren. 
Dadurch gelangt man zu der nämlichen mit z, y und dem Integrations-Constanten J versehenen 





Urgleichung, wie bei der ersten Methode. 
Dritte Methode. Lässt man die Gleichung 213), d. h. die Gleichung 








gelten, so hat man jetzt eine Differentialgleichung zweiter Ordnung; und man muss eine 


solche der ersten Ordnung aufsuchen, von welcher die beiden Gleichungen 209) und 213) 
zugleich erfüllt werden. Die hier aufgesuchte Differentialgleichung erster Ordnung wird aber 
genau wieder die Gleichung 235) sein, durch deren Integration sich also auch die nämliche 
mitg, y und dem Integrations-Constanten A versehene Urgleiehung ergibt, wie bei der ersten 
Methode. 

(Man vergleiche die dritte Methode, in $. 17, $. 18, $. 19.) 

Zusatz. Alle hier in $. 16 befindlichen refraetorischen Resultate gehen, wenn man 


à = — 1 setzt, wieder in die reflexorischen ($. 6) über. Bei à = — 1 bekommt aber die 
Gleichung 222) Null in den Nenner, und dabei verliert die Gleichungsform 222) ihre Gültig- 
keit. Desshalb muss man — 1 statt A schon in 221) einsetzen, und erst alsdann darf man 


umformen, wodurch sich wieder die Gleichung 37) ergibt. 


Beispiel 1. Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei welcher die parallel auf sie ein- 
fallenden Lichtstrahlen so gebrochen werden, dass die zugehörige Diakaustika die durch 
folgende Gleichung 


256) Y? =h. t 


vorgeschriebene semikubische Parabel ist. 
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266 G. W. Strauch. 


Hier bekommt man für die gesuchte Refractions-Curve folgende Differentialgleichung der 
zweiten Ordnung 


dey? dr 2 
231) (y — v . (+p) -E =h. (x + e+p). E) 
und wenn man differentiirt, so gibt sich weiter 
T e a a e m et) 


Lässt man die Differentialgleichung dritter Ordnung 





239) a), = 


gelten; so ist (nach $. 16) die den beiden Differentialgleichungen 237) und 239) zugleich 
genügende Differentialeleichung erster Ordnung dargestellt durch die Verbindung der beiden 
Gleichungen 


240) Pe =h A 
und 


241) (y— B) + (@—4).v=0 
Jetzt substituire man für v den Ausdruck 11), so setzt Gleichung 241) sich um in 
242) (y— B) — (2-4). p = (g —Dy.m-H (x—4)) Rune 


und wenn man mit dieser Gleichung weiter verfährt, wie mit Gleichung 203) in $. 15; so ist 





das allgemeine Integral dureh die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 


243) IP a 
und | 
244) F à. V(y—BF + @—A’=x+E 
oder, was das nämliche ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 
245) I 
und 
246) i Zen 2 


dargestellt, d. h. man hat alle jene unendlieh vielen Schaaren konischer Ellipsen oder koni- 
scher Ilyperbeln, deren Hauptaxen mit der allen diesen Curven gemeinschaftlichen Abseissen- 
axe parallel laufen, und deren einer Brennpunkt im Umfange der vorgeschriebenen Diakau- 
stika liegt. 

Nun sind die Refractions-Curven als Gränz-Curven der zweiten Ordnung nicht durch 
allgemeine, sondern durch einfach singuläre Integrale darzustellen; und diese kann 
man, wie schon im $. 16 vermerkt, auf drei verschiedenen Wegen aufsuchen. 

Erste Methode. Wenn man das einfach singuläre Integral aus dem allgemeinen ab- 
leitet, so specialisiren die in $. 16 aufgestellten zwei Gleichungen 227) und 229) sich diesmal in 


247) (y—y) — (x— r) . sr = 
und 


248) a 


LeS] 
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Wenn man zuerst die Differenz (y—y) und hierauf die Differenz (x—r) aus 247) und 248) 
eliminirt, so bekommt man bezüglich 














N EV A e E 7 Ah R a 
249) ri n 2 oe muy 
und 
t ERTL E e E ao m a 1 dh Zee > a 
250) on a yo, 


Durch die Verbindung der drei Gleiehungen 236), 249), 250) hat man, wegen des Integrations- 
Constanten XW, eine Reihe stetig aufeinander folgender Refraetions-Curven, von welchen allen, 
sobald die ursprünglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abseissenaxe auffallen, die bestimmt 
vorgeschriebene Diakaustika y’ = h.x’ erzeugt wird; und weil x und y als Funetionen von 
x und ) ausgedrückt sind, so können alle diese Refraetions-Curven mittels der Coordinaten 
Ter vorgeschriebenen Diakaustika construirt werden. 

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man aus 236) und 249) entweder das y oder 
das r eliminirt, im ersten Falle das t und im zweiten Falle das ņ als Funetion von x und von 
K erscheint; und hiermit ist nachgewiesen, dass die Verbindung der drei Gleichungen 236), 
349), 250) ein einfach singuläres und nicht ein einfach particuläres Integral ist. 

Zweite Methode. Wenn man das einfach singuläre Integral aus der ersten Stamm- 
gleichung ableiten will, so muss man die zwei Gleichungen 240) und 241) zu Hülfe nehmen; 
und dabei specialisirt sich Gleichung 235) in 

251) Ja oe = er i = 


Das nächste Geschäft ist jetzt, dass man sich überzeugt, ob von der Gleichung 251) auch 





die 237) erfüllt wird, und ob das zu 251) gehörige Integral ein einfach singuläres oder nur 
ein einfach partieuläres ist. Aus 251) aber folgt der Reihe nach 











4.h 
Orc er : 
222) een 
9532 r nr Boi dr 
=) Perle an 
9z dp dë S.h dey? S.A d?r 
a) = == SA ® i 
254) dx de T 9.a ” (2) (z ar 3 F) de? 


Wenn man die für y und p hergestellten Ausdrücke in Gleichung 237) substituirt, so wird 
diese identisch, d. b. Gleichung 237) wird von dem zu 251) gehörigen Integral erfüllt. Wenn 
man ebenso die hier für p und Sr hergestellten Ausdrücke in Gleichung 239) einsetzt. se redu- 


eirt sich diese auf 


255) Da: Tee 
Diese Gleichung trägt aber einen Widerspruch in sich selbst; und somit ist man überzeugt, 
dass das zu 251) gehörige Integral wirklich ein einfach singuläres der vorgelegten Differential- 
gleiehung 237) ist. Um jedoch Gleichung 251) weiter behandeln zu können, muss man für 
v den (in $. 3 aufgestellten) Ausdruck 11) zurückführen; und dabei geht Gleichung 251) über in 





p+ VE(LFP) —1 4 ( N Ze ) 
S p Vara4p 1 


a u 
250 I= E e C =r 
) I 1». V E E 2 


i 


268 G. W. Strauch. 


Die letzte Gleichung nimmt eine bequemere Gestalt an, wenn man Zähler und Nenner des 
ersten Bruehes mit (p -ON 1), und wenn man Zähler und Nenner des zweiten 
Bruches mit (p —Y2.(1+p)—1 \ multiplieirt; denn dadurch bekommt man zunächst 


(21). (142) an (Ep + YR(1+p9)— 1)? . (1429)? 


Ver a‘ Tn 3 z 


(Rp + VR (14) (1479) We 








oder, wenn man in Zähler und Nenner die gemeinschaftlichen Factoren unterdrückt 


eS 


BAT) Y E ANS LE Ye SE 
257) y— irapa T TR . (—#.p +V X. (1+)— 1) 


Man differentiire diese Gleichung, und ziehe alsdann die beiden ersten Fheilsätze in einen 





zusammen. Dadurch gelangt man zu einer Differentialeleichung zweiter Ordnung, wo alle 


Theilsätze mit dem gemeinschaftlichen Factor D (I aei) versehen sind; und wenn 
man diesen unterdrückt, so gibt sich 


VFP) =} %2. (2—1). æ 














258) ~~ ‚de + — — — . tn 
— 2, p +Y R(t —1 (— 2p VRG) — 1)". VFS] l 
a 8.42M R.pedp 
Daraus folet dureh Integration 
vae.(i+p)—1 5.42.4 . 
259 Dear er. aa are 
) p N = 27.4212 (1 2222) ) 


und, wenn man x aus 257) und 259) eliminirt, 





8.42.h 


260) HR. GFP) —1)-y = (8—1). L + gen (P-VR. (HP) 





4 (pH HIN) VE) 


(Man vergleiche den Zusatz am Ende dieses S's, wo der Werth A= — 1 besprochen 
werden wird.) N 

Durch die Verbindung der beiden Gleichungen 259) und 260) hat man, wegen des 
Integrations-Constanten Z, abermals eine Reihe stetig aufeinander folgender Refractions- 
Curven, von welchen allen, sobald die ursprünglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissen- 
axe auffallen, die bestimmt vorgeschriebene Diakaustika y? = h.y’ erzeugt wird; und weil x 
und y als Functionen von p ausgedrückt sind, so können alle diese Refractionsceurven mittels 
ihrer Tangenten eonstruirt werden. 

Dass aber aus der Verbindung von 259) und 260) dieselben Curven hervorgehen, wie 
aus der Verbindung der Gleichungen 249) und 250); davon überzeugt man sich auf folgende 
Weise: 

In Folge der drei Gleichungen 223), 224), 225) ist bekannt, dass, es mögen die Bestand- 
theile x, y, E von x unabhängig oder von x abhängig sein, der für p hervorgehende Ausdruck 
sich jedesmal auf folgende Form 


reale ren 


5) 
nn A A. (=) 
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reducirt; und wenn man aus 247) und 261) die Differenz (y—y) eliminirt, so fällt auch die 
Differenz (x—r) mit hinweg, d. h. die Gleichung 261) geht über in 


. e Er Vale E 
369 | = E B 
262) Dr aa D 


Daraus folgt weiter 





—3. FÀ Yan: +9. 





263) Do I on, 

264). — è. p + VE QFP) l= 4A 
E 2 Vom 

265) Ve, o Zee 


Man substituire jetzt die betreffenden Ausdrücke in Gleichung 259), so geht diese über in 








ae E o 2 4h n eLa E 
en: Bee N 


oder, wenn man Alles mit (}— 1) multiplieirt, in 








266) Se tag een 


BR 27y 


Man substituire auch die betreffenden Ausdrücke in Gleichung 260), so n diese über in 








ER a e 
2) og E F Ben). 
ug re 
u” 2y 


oder in 





a SE, L aa G Eaa 


2.9 279 





Wenn man hier noch K statt (X — 1). L setzt, so fallen die Gleichungen 266) und 267) genau 
mit 249) und 250) zusammen, wie zu beweisen war. 

Dritte Methode. Man kann das einfach singuläre Integral auch gewinnen, wenn 
man bei Gleichung 238) den ersten Factor zu Null werden, d. h. wenn man die Gleichung 


4 3v. (y-n. (0+p). Z) =— A. (e+ etp). a) 


mN 


gelten lässt. Man dividire 237) in 268), so gibt sich 


DT o (x ++p). = = 3, (y—? .(v+p): 7) 
oder 


269) v. (v+ p). = = — (?y + 3er) 





ne {r : Ne ö . . 
Man eliminire F aus 269) und aus 237), so gibt sich weiter 


270) 21. (y +err? = a . (~ y— ez’ 
oder 
a) yro r=. 


370 G. I Strauch. 


Nun muss man untersuchen, ob von 271) auch den beiden Gleichungen 237) und 268) zugleich 
genügt wird, und ob das zu 271) gehörige Integral ein einfach singuläres oder nur ein 
einfach particuläres ist. Weil aber die Gleichung 271) mit 251) zusammenfällt, so ist 
auch der weitere Verlauf der dritten Methode ganz derselbe, wie bei der zweiten. 

Zusatz. Wenn man die hier ($. 17) befindlichen refractorischen Resultate dadurch, dass 
man À = — 1 setzt, in die reflexorischen ($. 7) verwandeln will; so hat dieses bei der ersten 
Methode keinen Anstand. Bei der zweiten Methode aber bekommen die Gleichungen 257), 
258), ete. Null in den Nenner. Man muss also — 1 statt A schon in Gleichung 256) einsetzen, 
und erst dann darf man integriren , wodurch man wieder zu den Resultaten gelangt, wie bei 
der zweiten Methode des $. 7. 


Sal, 


Beispiel 8. Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei welcher die parallel auf sie cin- 
fallenden Lichtstrahlen so gebrochen werden, dass die zugehörige Diakaustika die durch 
folgende Gleichung 


212) Do ale 


vorgeschriebene konische Parabel ist. 
Hier bekommt man für die gesuchte Refractions-Curve folgende Differentialgleichung der 
zweiten Ordnung 





9r» ; SR de\? we A x dx 

275) (y —v. (v+ p). =) Za Ue le (x +(v+p). =) 
und wenn man differentiirt, so gibt sich weiter 

2 do dp dee dèe 

9 f 2 si ad r en 

274) = (v . Wei * (v +p). 150 + h) . (2 + EA A (o +p) 5 =) = 
Lässt man die Differentialgleichung dritter Ordnung 

275 ee ee 

275) ea (wp). nn 


gelten; so ist (nach $. 16) die den beiden Differentialgleichungen 273) und 275) zugleich 
genügende Difterentialgleichung erster Ordnung dargestellt durch die Verbindung der beiden 
Gleichungen 


276) BR=2.h.4 
und 


SAT) (y—b) + (x—A).v =ù 
Jetzt substituire man für v den Ausdsuck 11), so setzt Gleichung 277) sich um in 
272) (y—-B) — (x— 4A) . p = ((u—B) .p + (x—-A)) V +)— 1 


und wenn man mit dieser Gleichung weiter verfährt, wie mit Gleichung 203) in $. 15; so ist 
das allgemeime Integral durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 


279) PA 


und 





280) F à. Vy— BF + (@—A} =r 4 E 
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oder, was das nämliche ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 
251) y =h 
und 
ZAZ) F à. I yyy + (ari Se E 
dargestellt. d. h. man hat alle jene unendlich vielen Schaaren konischer Ellipsen oder koni- 
scher Ilyperbeln, deren Hauptaxen mit der allen diesen Curven gemeinschaftliehen Abscissen- 





axe parallel laufen, und deren einer Brennpunkt im Umfange der vorgeschriebenen Dia- 
kanstika liegt. 

Nun sind die Refractions-Curven als Gränz-Curven der zweiten Ordnung nicht durch all- 
gemeine, sondern durch einfach singuläre Integrale darzustellen; und diese kann man, wie 
sehon in $. 16 vermerkt, auf drei verschiedenen Wegen aufsuchen. 

Erste Methode. Wenn man das einfach singuläre Integral aus dem allgemeinen 
ableitet, so beachte man, dass wie in §. 8, so auch hier 


2 2 De Vier: p >! VRR 
«Var en E) 





ZN 2 h 


ist; und so specialisiren sich die (im $. 16 aufgestellten) zwei Gleichungen 227) und 229) 


diesmal in 





oo 4 h = 
233) (y—y) — (£x—-r) . =» 
und 
PA = ea RE 
284) FM + Ra HR Hr. f a FE — LE gnat (EEE) 


5 
Eliminirt man zuerst die Differenz („—y), und hierauf die Differenz (x—r) aus 283) und 284), 
so bekommt man bezüglich 





ER 
285) ee. = K—1.L 


Y ga 


und 





De Teh VEEE = Del Eee c A AE 
286) — 27, y=R+ al LT ' zn ea 


Durch die Verbindung der drei Gleichungen 272), 285), 286) hat man, wegen des 
Integrations-Constanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Refractions-Curven, von 
welchen allen, sobald die ursprünglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissenaxe auf- 
fallen, die bestimmt vorgeschriebene Diakaustika p’=24.r erzeugt wird; und weil x und y 
als Functionen von r und y ausgedrückt sind, so können alle diese Refractions-Curven mittels 
der Coordinaten der vorgeschriebenen Diakaustika construirt werden. 

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man aus 272) und 285) entweder das y oder 
das x eliminirt, im ersten Falle das r und im zweiten Falle das y als Function von v und von 
K erscheint; und somit ist nachgewiesen. dass die Verbindung der drei Gleichungen 272). 
235), 286) ein einfach singuläres und nicht ein einfach particuläres Integral ist. 

Zweite Methode. Wenn man das einfach singwläre Integral aus der ersten Stamm- 
gleichung ableiten will, so muss man die zwei Gleichungen 276) und 277) zu Hülfe nehmen; 
und dabei specialisirt sich Gleichung 235) in 


307 ll 
aan) Y + v.g =— 


272 G. W. Strauch. 


Das nächste Geschäft ist jetzt, dass man sich überzeugt, ob von der Gleichung 287) auch 
die 273) erfüllt wird, und ob das zu 287) gehörige Integral ein einfach singuläres oder nur 
ein einfach partieuläres ist. Aus 287) aber folgt der Reihe nach 








230) y = = 

h dv 
IQ Lp e TER 2 = 
2) Be 3: 
7 Ja O O O l 
290) de = die o” \de 2 2.0) ° de: 





Wenn man die für y und p hergestellten Ausdrücke in Gleichung 273) substituirt, so wird 

diese identisch, d. h. Gleichung 273) wird von dem zu 287) gehörigen Integral erfüllt. Wenn 
o Teo a 7 T o , => SR 

man ebenso die hier für p und E hergestellten Ausdrücke in Gleichung 275) substituirt, so 


reducirt sicl diese auf 


231) — 


und weil letztere Gleichung einen Widerspruch in sich selbst trägt, so ist man überzeugt, dass 
das zu 287) gehörige Integral wirklich ein einfach singuläres der Gleichung 275) ist. Um 
jedoch Gleichung 287) weiter behandeln zu können, muss man für v den (in $. 3 aufgestellten) 
Ausdruck 11) zurückführen; und dabei geht Gleichung 287) über in 








Sender 7 VDE 
22) g = 2 ı 20,0% 2 a 
1-p V. (147) 1 2 pV (1+p)—1 


Diese Gleichung nimmt eine bequemere Form an, wenn man bei beiden Brüchen den Zähler 
und den Nenner mit (p V}. (14+) — 1) multiplicirt; denn dadurch bekommt jeder Bruch 
im Zähler und Nenner den gemeinschaftlichen Faetor (1+79°), welehen man unterdrücken 
kann, so dass Gleichung 292 sich redueirt auf 





2 —1 5 h 


9092 $ E een VS rg 
293) y c o ( #.p VË. (+°) 1) 


Man differentiire, und vereinige alsdann die beiden ersten Theilsätze. Dadurch erscheint der 
Ausdruck oT ; To als ein der ganzen Gleichung gemeinsamer Faetor; und 


wenn man diesen unterdrückt, so bleibt endlich nur 














V32.(1+42) — (Ban), 
294) Be nu... + u 2 - —— . dp 
— Ben V Eae 1 (—A2.p+V àH) o Vaaa — 1 
Pech 
A : ` dp 





T E l 
Daraus folgt durch Integration 


CEE A rao 
anol Ignat (a. p+1 2. (01+) 1) 


295 5 
2.(22—1) 


I ent 





und wenn man ans 295) und 295) das x eliminirt, so bekommt man weiter 
296) 

VE TEE Ze h ? rn E 

(EFP) y= (#1). g (RP HR. Ere 


+ 2a .Ignat (2 PFE a 
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(Man vergleiche den Zusatz am Ende dieses S’s, wo der Werth A = — 1 besprochen 
werden wird.) 

Durch die Verbindung der beiden Gleichungen 295) und 296) hat man, wegen des 
Integrations-Constanten L, abermals eine Reihe stetig auf einander folgender Refractions- 
Curven, von welehen allen, sobald die ursprünglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscis- 
senaxe auffallen, die bestimmt vorgeschriebene Diakaustika y’=?h.x erzeugt wird; und weil 
x und y als Funetionen von p ausgedrückt sind, so können alle diese Refraetions-Curven 
mittels ihrer Tangenten eonstruirt werden. 

Dass aber aus der Verbindung von 295) und 296) dieselben Curven hervorgehen, wie aus 
der Verbindung der Gleichungen 285) und 286); davon überzeugt man sich auf folgende Weise: 

In Folge der Gleichungen 223), 224), 225) ist bekannt, dass, es mögen die Bestand- 
theile z, y. E von & unabhängig oder von x abhängig sein, der für p hervorgehende Ansdruck 
sich jedesmal auf 





nn 0 A.ler) F Va@—n)% + (y- 4)? 
27) p= U 


reducirt; und wenn man aus 383) und 297) die Differenz (y—y) eliminirt, so fällt auch die 
Differenz (e—r) mit hinweg, d. b. Gleichung 297) geht über in 


— Au FIAT 


293) P= ET, 

und daraus folgt weiter 
299) Ve e 
300) App au Net 





501) Ignat (2 -p +y Xo . (1+) — 1) = lgnat ( ee) a En ) 


De ZEN ) 
le 


= lgnat (—A—1) + lgnat ( 








h 
= lgnat (--4—1) — lgnat ( = ) 


y + Y4? 


seen 
= Ignat (—A—1) — Ignat (BER) 


Man substituire die betreffenden Ausdrücke in Gleichung 295), so bekommt man 


nee 2 Ach PEVE 
pe Jo == (Z L 2 en . lenat (—ì—1))— 2. o lle nat ee 
oder, wenn man Alles mit (A’—1) au 
and —yFA. Vpt ce 2 d.h —y+ V py 
302) -= (( —1). L + — .lgnat en) lu: == > 
Man substituire ebenso die betreffenden a in Gleichung 296), so bekommt man weiter 
a HPLP RR s i; GRAVE 
303) A E ee) PE 
Aile +? +R 
— a Er) 


Wenn man hier noch K statt (0? —]). u . lgnat (—I— 1)) setzt, so fallen die Gleichun- 
gen 302) und 303) genau mit den Ee E 285) und 286) zusammen, wie zu beweisen war. 
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Dritte Methode. Man kann das einfach singuläre Integral auch gewinnen, wenn man 
bei Gleichung 274) den ersten Factor zu Null werden, d. h. wenn man die Gleichung 


304) a el 


gelten lässt. Daraus folgt 


de h+r.y 


305) (e+p) = t e 
und wenn man diesen für (v +p) . hergestellten Ausdruck in Gleichung 273) substituirt, 


so geht diese über in 


AN? vr. (er ty) HA 
© È [i 
( ) =p a mM 


und daraus folgt weiter 
306) a M a 

Nun muss man untersuchen, ob von 306) auch den beiden Gleichungen 273) und 304) zu- 
gleich genügt wird, und ob das zu 306) gehörige Integral ein einfach singuläres oder 
nur ein einfach partieuläres ist. Weil aber die Gleichung 306) mit 287) zusammenfällt, 
so ist auch der weitere Verlauf der dritten Methode ganz derselbe, wie bei der zweiten. 

Zusatz. Wenn man die hier ($. 18) befindlichen refractorischen Resultate dadurch, dass 
man À= — 1 setzt, in die reflexorischen ($. 8) verwandeln will; so hat dieses bei der ersten 
Methode keinen Anstand. Bei der zweiten Methode aber bekommen die Gleichungen 293), 
394) cte. Null in den Nenner. Man muss also — 1 statt A schon in Gleichung 292) einsetzen, 
und erst dann darf man integriren, wodurch man wieder zu den Resultaten gelangt, wie bei 
der zweiten Methode des §. 8. 


eo, 


Beispiel 9. Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei welcher die parallel auf sie auf- 
fallenden Lichtstrahlen so gebrochen werden, dass die zugehörige Diakaustika die durch 
folgende Gleichung 


307) epyk 


vorgeschriebene Kreislinie ist. 
Hier bekommt man für die gesuchte Refractions-Curve folgende Differentialgleichung 
der zweiten Ordnung 


Ema ni dey? ý P ; deN? 78 
308) (a +(v+P). —) = g—: .(+P).7,) =V 
und wenn man differentiirt, so gibt sich weiter 


309) (—7-y +24 (1+). +p). 5) tE. ze. 


Lässt man die Differentialgleiehung der dritten Ordnung 





dp de der ) 


310) en ED r 
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gelten; so ist (nach $. 16) die den beiden Differentialgleichungen 308) und 310) zugleich 
genügende Differentialgleichung erster Ordnung dargestellt durch die Verbindung der beiden 





Gleichungen 
311) aa l 
und 
312) wen, Zul 


Jetzt substituire man für v den Ausdruck 11), so setzt Gleichung 312) sich um in 
313) g—-B)— (@—4).p= (WB). p + a (14p)—1 


und wenn man mit dieser Gleichung weiter verfährt, wie mit Gleichung 203) in $ 15; so ist 
das allgemeine Integral durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichnngen 





314) u 
und 
315) Zara, 2 E 
oder, was dasselbe ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 
316) A S 
und = 
317) le) a =rıE 


dargestellt, d. h. man hat alle jene unendlich vielen Schaaren konischer Ellipsen oder koni- 
scher Hyperbeln, deren Hanptaxen mit der allen unseren Ourven gemeimschaftlichen Abscis- 
senaxe parallel lanfen, und deren einer Brennpunkt im Umfange der vorgeschriebenen Dia- 
kaustika hest. 

Nun sind die Refractions-Curven, als Gränz-Ourven der zweiten Ordnung, nicht durch 
allgemeine, sondern durch einfach singuläre Integrale darzustellen; und diese kann man. 
wie schon in $. 16 vermerkt, auf drei verschiedenen Wegen aufsuchen. 


Erste Methode. Wenn man das einfach singuläre Integral aus dem allgemeinen 
ableiten will, so beachte man, dass, wie in $. 9, so auch hier 


[var + =k.areig + 


ist; und so specialisiren sich die (in $. 16 aufgestellten) zwei Gleichungen 227) und 229) dies- 
mal in 


318) (y—y) + (at) . y = 0 
und 


319) F AÀ. V(æ—rf + (uy) =r+ K +1.k. arctg? 


er 





Um nun das æ als Function von r und y auszudrücken, eliminire man die Differenz (y—y) aus 
318) und 519); so bekommt man 


320) F (e—x). A. Vy +y? 


3 E E a 


X 
Y 
kk * 
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Um ferner auch das y als Function von r und y auszudrücken, addire man auf der rechten 
Seite der letzten Gleichung die identische Differenz (r—r); so gibt sich 


F (rep. À. v +? 


321) 





=r + (xz—r) + K + ìk.arct ii 
Nun folet aus 318), dass 
292 c — (N 





und wenn man jetzt die Differenz (x—r) aus 321) elimmirt, so gibt sich weiter 

2099 — V+ ps 

323) EINE rg). >+ K +å.k.aretg 
Man kann aber, wegen Gleichung 307), auch A? statt (t° +9°), und folglich auch Æ statt Vi + y? 
setzen; und so kann man 320) und 323) umformen in 


—ı F).%k -_ 
324) ee ne F A Zu, are +) 
Ņ y 
und 
= Eis r cona a } X 
325) ——— ge— a 


Durch die Verbindung der drei Gleichungen 307), 324), 325) hat man, wegen des Integra- 
tions-Constanten X, eine Reihe stetig aufeinander folgender Refractions-Ourven, von welchen 
allen, sobald die ursprünglichen Lichtstrahlen parallel mit der Abscissenaxe auffallen, die 
vorgeschriebene Diakaustika 1 + 9’ = A? erzeugt wird; und weil x und y als Functionen 
von t und y ausgedrückt sind, so können die Refraetions-Curven mittels der Coordinaten der 
vorgeschriebenen Diakaustika construirt werden. 

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man aus 307) und 324) das y oder das x elimi- 
nirt, im ersten Falle das rt und im zweiten Falle das y als Function von æ und X erscheint; 
und somit ist nachgewiesen, dass die Verbindung der drei Gleichungen 307), 324), 327) ein 
einfach singuläres und nicht ein einfach partieuläres Integral ist. 

Zweite Methode. Wenn man das einfach singuläre Integral aus der ersten Stamm- 
gleichung ableiten will, so muss man die zwei Gleichungen 311) und 312) zu Hülfe nehmen; 
und dabei specialisirt sich Gleichung 235) in 


326) yto.e=rh.VYi+v 


Das nächste Geschäft ist jetzt, dass man sich überzeugt, ob von der Gleichung 326) auch die 
308) erfüllt wird, und ob das zu 326) gehörige Integral ein einfach singuläres UT ein ein- 
fach partieuläres ist. Aus 326) folgt der Reihe nach 


327) gun ar 
kuv dv 
>Q er — a 
328) p=—? +( E E F a ER 
20 Ga e de aa Ge a È des? 
u ern ee 


Wenn man die hier für y und p hergestellten Ausdrücke in Gleichung 308) substituirt, so 
wird diese identisch, d. h. Gleichung 308) wird von dem zu 326) gehörigen Integral erfüllt. 
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E d a ; : a a 
Wenn man ebenso die hier für p und < hergestellten Ausdrücke in Gleichung 310) substi- 
tuirt, so reducirt sieh dieselbe auf 

k de 
33 =. 0. 
2 0) P (Yı-+22)? dx 
und weil letztere Gleichung einen Widerspruch in sich selbst trägt, so ist man überzeugt, dass 
das zu 326) gehörige Integral wirklich ein einfach singuläres der Gleichung 308) ist. Um 
jedoch Gleichung 326) weiter behandeln zu können, muss man für v den (in $. 3 aufgestellten) 
Ausdruck 11) zurückführen; und dabei geht een 326) über in 














V. (1+7)— 1 1+ 
Se E a m ER 
= en, Ye. Jen, Vet 
Diese Gleichung nimmt eine bequemere Form an, wenn man bei beiden Brüchen Zähler und 
Nenner mit (p — VR.(1+4p) — 1) multiplicirt; denn dadurch bekommt man 
2 a = 0 Een); 2 
332) y— (2—1) . (142%) EEE et 6 GENE ENtEr 
i (— ve TEV o G+) = Aago ae AE R = 1) . G +r”) 


oder, wenn man im Zähler und Nenner den gemeinsehaftlichen Factor (1+p°) unterdrückt, 


22 —1 Bee men 

















233 g= a E E 
) i — 42,9 +V 42. (1t) — 1i —}. pYA. (1y) — 1 
Man differentiire, und ziehe hierauf die beiden ersten Theilsätze zusammen, so gibt sich 
»— V} )— 1). Ya. (a4) 1 2. E 
334) : za) 2 La o diw + re ee ® dp 
eva ı Ve 
N: in 2) — 1 
= r) h Ze) 
— 8.94 VB, Ad 
oder, indem man diese ganze Gleichung mit (p— V. (+p — 1) dividirt, 
Ve Uai o ea: 
335) re a ee . dx + rag) Zen f dp 
— X. pY. (1t) —1 (-2.p p VE. (F) — 1). Y2. (14) 1 
e= VE = 
Zn. 5 — ale) 
UT — X, p+ YRF 1 


Diese Gleichung ist intögrabel, und liefert ohneweiters 
336) 


VRR en 1 Ip 
m a = L a ) 
=p VRIT) pt VRAH PR.) 1) VE] 


Nun multiplicire man Zähler und Nenner des noch nicht integrirten Theilsatzes mit 


(p ara 1), s so bekommt man 

















dp = 1 Bo. Pp. dp ) 
(p VE E (14) — 1 B= T C o Eo 149) -1 
1 Sa 7 DEE 
So. (aretgp + arctg V» > (142) —1) 
pe VE a a 
e ee 
Ze een 
1 22 1 
==; neg ee 
S —}?, aa o 
1 — (2—1) 





=+- „are te nA 
A u Be eo >! 


IS G. W. Strauch. 


und Gleichung 336) geht über in 














E : 1 N —_ (an) 
337) RA C= L SE Aloe moe + = Al, tg = 
B e E e =B e C E a ll Ve 
und wenn man g aus 333) und 337) eliminirt, so gibt sich weiter 
VE, Ma ik. — (| 

338) a ur 2 -J= t ee: peace. 
vl — 2, RA) 

(Man vergleiche den Zusatz am Ende dieses $’s, wo der Werth A = — 1 besprochen 


werden wird.) 

Durch die Verbindung der beiden Gleichungen 337) und 338) hat man. wegen des 
Integrations-Oonstanten L, abermals eine Reihe stetig aufeinander folgender Refractions-Curven, 
von welchen allen, sobald die ursprünglichen Lichtstrablen parallel mit der Abscissenaxe 
auffallen, die bestimmt vorgeschriebene Diakaustika z" + y? = 4? erzeugt wird; und weil 
x und y als Functionen von p ausgedrückt sind, so können alle durch die Verbindung von 
337) und 338) dargestellten Refractions-Cnrven mittels ihrer Tangenten construirt werden. 

Dass aber aus der Verbindung von 337) und 338) dieselben Curven hervorgehen, wie 
aus der Verbindung der Gleichungen 324) und 325); davon überzeugt man sich auf folgende 
Woes 

In Folge der Gleichungen 223), 224), 225) ist bekannt, dass, es mögen die Bestandtheile 
x b, E von x unabhängig oder von x abhängig sein, der für p hervorgehende Ausdruck sich 
jedesmal auf 
— A, (2-1) F P er 


90 = 5) Sl 
33 9) J E FR) 





redueirt; und daraus folgt, dass 





— (e-r) FA. Y(e-v8 + (y—h)? 





340) vV. Me a 
und 
341) —2.p+ vE. er ne TR — a 


ist. Nun folgt aus 318), dass 


= Ge 
und sonach gehen die drei Gleichungen 339), 340), 341) bezüglich über in 





343) pr Ir 
344) az | ea SEE = ae. er 
345) a ee 


Man substituire jetzt die betreffenden Ausdrücke in Gleichung 337), so geht diese über in 


Zn ES Er: l 
CD um, 








» RN 
are tg =) 


oder, wenn man Alles mit N multiplicirt, in 





346) — FH e= (P1). FA. k. (S 


reto -) 
Y a Ə y 
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Wenn man ebenso die betreffenden Ausdrücke in Gleichung 335) substituirt, so geht diese 


iiber ın 


aa = 


BER: ae: y k a 
Et y= h E .(& tai Harete t) 








AEE {= r 

oder, wenn man Alles mit — (}—1) multipliart, in 
aar 9 FÀ. k = 2 ae /? LAGS wie 
347) : a 0 Ver Fı.k.(, —arete 2) 


Endlich setze man noch A anstatt (2—1) . L, so fallen die Gleichungen 346) und 347) genau 
mit 324) und 325) zusammen, wie zu beweisen war. 

Dritte Methode. Man kann das einfach singuläre Integral auch gewinnen, wenn man 
bei Gleichung 309) den ersten Factor zu Null werden, d. h. wenn man die Gleichung 


345) = e a a a E = =) 
gelten lässt. Daraus folgt 

9 i de E a 

349) (v +p) Dose = ee 


bi dee iE . . £ A . . 
und wenn man diesen für (v+ p) I hergestellten Ausdruck in Gleichung 305) substituirt, 


so geht diese über in 
ea elite). 
und daraus folgt 
350) Joer = or. MF 


Nun muss man untersuchen, ob von 350) auch den beiden Gleichungen 308) und 345) zu- 
gleich genügt wird, und ob das zu 350) gehörige Integral ein einfach singuläres oder nur 
ein einfach partieuläres ist. Weil aber die Gleichung 350) mit 326) zusammenfällt, so ist 
auch der weitere Verlauf dieser dritten Methode ganz derselbe, wie bei der zweiten. 

Zusatz. Wenn man die hier ($. 19) befindlichen refraetorischen Resultase dadurch, dass 
man à = — 1 setzt, in die reflexorischen ($. 9) verwandeln will; so hat dieses bei der ersten 
Methode keinen Anstand. Bei der zweiten Methode aber bekommen die Gleichungen 352), 
333) ete. Null in den Nenner. Man muss also — 1 statt A schon in Gleichung 331) einsetzen, 
und erst dann darf man integriren, wodurch man wieder zu den Resultaten gelangt, wie bei 
der zweitensNethode des S. 9. 


Zweiter Abschnitt. 


Bestimmung der Refraetions-Curven für von einem leuchtenden Punkte herkommende Liehtstrahlen. 


Man sucht diejenige Refractions-Curve. bei welcher die von einem leuchtenden Punkte 
herkommenden Lichtstrahlen so gebrochen werden. dass die Diakaustika sich in einem ein- 
zigen Punkt (Brennpunkt) zusammenzieht. 

Man richte das Coordinatensystem der gesuchten Refractions-Curve so ein, dass die 
Abseissenaxe durch den leuchtenden Punkt geht; und wenn dabei die Coordinaten des vor- 
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geschriebenen Brennpunktes die festen Werthe g und h haben, so specialisiren sich für die- 
selben die Gleichung 9) und 10) bezüglieh in 


dx 


und 
de 


352) =y — e. (+p): 
und jede Curve, welche diesen beiden Differentialgleichungen zweiter Ordnung zugleich 
genügt, hat die in der Aufgabe verlangte Eigenschaft. 

Das nächste Geschäft ist nun, eine erste Stammgleichung aufzusuchen, welche diesen 
beiden Differentialgleiehungen zweiter Ordnung zugleich genügt; und wenn man hier wie in 
$. 15 verfährt, so bekommt man 


353) 5) + @9) = 0 


Diese erste Stammgleichung enthält keinen Integrations-Oonstanten; denn nur so kann sie, 
wie man bereits in $. 15 ersehen hat, den beiden vorgelegten Differentialgleichungen 351) 
und 352) no: genügen. Um aber die Aufgabe weiter durchführen zu können, muss man 
für v den in §. 3 befindliehen Ausdruck 12) 








(9) + y p) -p +V 2. (eo? +). O+) — (=) + y p) 
+ (@—9) +y. p) +p. V e. (Eg +32). (1479) (y) r yr) 


in welchem durch g die Abscisse des leuchtenden Punktes dargestellt ist, zurückführen. Dabei 
geht Gleichung 353) über in 


354) Wer) I 2) Fe. 
= ((@&—9) + 99) - p) - VE. (@9)? +7) - 0+ — eg) + y -pY 


Nun erhebe man beiderseits auf das Quadrat, so ergibt sich eine Gleichung, welehe man auf 
folgende Weise anordnen kann: 


(e—a) + 9-1). (e—0) +y PY- 0 +p = (g) + 9-4) pP) F-(1+P9) (a) a) 


und daraus folgt weiter 





az x— 2— (y—b). p 
5) T e k T a 


35 = 
Ve Deere i 
Diese Gleichung lässt sieh ohneweiters integriren und liefert 
356) Ve? + 3 Fà. Va + U= G 


Das den Differentialgleichungen 351) und 352) gemeinsame Urintegral ist hier nur mit einem 
und nicht mit zwei Integrations-Constanten verschen. Die Ursache ist schon bei Gleichung 
207) angegeben. 

Die hier gefundene Refractions-Curve ist im Allgemeinen eine Curve des vierten Grades, 
weleher sich aber auf den zweiten erniedrigt, wenn G = 0 ist. 

Um jedoch der Gleichung 356) eine geometrische Bedeutung abzugewinnen, beachte 
man, dass der Ausdruck V (<—9)” + 4? der vom leuchtenden Punkte, und dass der Ausdruck 
V(z—g)? + (y-—h)’ der vom vorgeschriebenen Brennpunkte (g, b) nach irgend einem Punkte 
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der gefundenen Refractions-Curve gezogene Leitstrahl ist. Unsere Curve hat also in jedem ihrer 
Punkte die Eigenschaft, dass die zwei zusammengehörigen Leitstrahlen in einer von den Coor- 
dinaten unabhängigen Beziehung zusammen stehen. 

Zusatz. Die für die Refractions-Curve gefundene Gleichung 356) geht, wenn man 
à = — 1 setzt, wieder iiber in die für die Reflexions-OCurve gefundene Gleichung 159). Als- 
dann darf aber, wie schon (in $. 10) auseinandergesetzt ist, bei dem Doppelzeichen nur das 


obere genommen werden. 


9 

8. 21. 
Man sucht diejenige Refractions-Ourve, bei weleher die von einem leuchtenden Punkte 
herkommenden Lichtstrahlen so gebrochen werden, dass ihr eine bestimmt vorgeschriebene 


Curve als Diakaustika zukommt. 
Auch hier richte man das Coordinatensystem so ein, dass die Abscissenaxe durch den 
leuchtenden Punkt geht; und wenn sich dann für die vorgeschriebene Diakaustika die 


bestimmte Gleichung 

357) 3E) = 0 
ergibt, so hat man für z und y die Ausdrücke 9) und 10) einzuführen; und man bekommt für 
die gesuchte Refractions-Curve folgende Differentialgleichung der zweiten Ordnung 


die l 


358) 5 x + (v+p) ar (y —v. w@+p). = =0 


Man bediene sich auch hier der schon im $. 16 angewendeten Abkürzungszeichen Q und Æ, 
und differentüre 358); so bekommt man auch hier 


ər do A drè 3 dp dx Pry n 
ra Den Zune 





dp dx d?v 
9} { E 
360) ran Mana 
oder wenn 

2 doù a daR 

361) atmen 


Die Differentialgleiehung 360), welche von der dritten Ordnung ist, führt hier ebenso, wie in 
$. 16, zu folgender Verbindung zweier Gleichungen: 


362) © 4,58, 0 
und 
365) (y—B) + (&—A).v—= 0 


Die Verbindung dieser beiden Gleichungen ist die erste Stammgleichung zu 358); und weil 
A und B in der durch 362) ausgesprochenen Abhängigkeit zu einander stehen, so kann man 
entweder A oder B aus 363) eliminiren, wodurch man eine erste Stammgleichung mit nur 
einem Integrations-Constanten bekommt. 
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Um nun die Gleichung 363) weiter behandeln zu können, muss man für v den im 8.5 
befindlichen Ausdruck 12) zurückführen; und dabei geht 363) über in 


364) (@—4) . p —(u— P)) : (x) +y. p) 





Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wie mit Gleichung 354) in $. 20; so bekommt 
man die Urgleichung 


365) Ye? + Fi.V@—A) + g—B”’—=G 


Hier erscheinen sogar drei Integrations-Oonstanten A, B, G, während die vorgelegte Ditferen- 
tialeleichung 358) nur von der zweiten Ordnung ist. Weil jedoch A und B in der durch 362) 
ausgesprochenen Abhängigkeit zu einander stehen, so kann man entweder A oder B eliminiren, 
und eine Urgleiehung mit nur zwei Integrations-Constanten herstellen. 

Vergleicht man jetzt die Gleichungen 357) und 362) mit einander, so erkennt man, dass 
zwischen A und B dieselbe Relation stattfindet, wie zwischen x und y. Man kann also statt 
der Integrations-Constanten A und P auch die zur vorgeschriebenen Diakaustika gehörigen 
Coordinaten y und y setzen; und dahei geht 365) über in 


366) Me E Veto) —= 
Die hier gefundene Gleichung stellt also im Allgemeinen Curven des vierten Grades dar, 
welcher sich aber auf den zweiten erniedrigt, wenn G = 0 ist. 


Vergleicht man die (im $. 20 befindliche) Gleiehung 356) mit der hier gefundenen 
Gleichung 366), so erkennt man, dass, wie sich dort die gebrochenen Lichtstrahlen in dem 
vorgeschriebenen Brennpunkte (g, h) eoncentriren mussten, hier die gebrochenen Lichtstrahlen 
sich im Brennpunkte (kt, y) concentriren, d. h. jeder einzelne Punkt der hier vorgeschriebenen 
Diakaustika Ẹ (r, y) = 0 ist ein Brennpunkt zu irgend einer der durch 366) dargestellten 
Ourven. Somit ist unter allen diesen Curven keine einzige im Stande, von der vorgeschrie- 
benen Diakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen, d. h. keine einzige der hier gefundenen 
Curven ist die gesuchte Refractions-Curve. Man muss also untersuchen, ob unter den, durch 
366) dargestellten, unendlich vielen Curven-Schaaren solche Reihen stetig nebeneinander 
liegender Öurven vorkommen, die sich so schneiden, dass die Durchsehnitts-Curven auch noch 
der Differentialgleichung 355) genügen, und zugleich in allen ihren Punkten mit irgend einer 
der sich schneidenden Curven eine Berührung der zweiten Ordnung eingehen. Alle diese 
Durchschnitts-Curven sind also Gränz-Curven der zweiten Ordnung, und werden, wie in der 
analytischen Geometrie näher nachgewiesen werden muss, durch das einfach singuläre 
Integral dargestellt. Dieses kann bekanntlich auf drei verschiedenen Wegen ermittelt werden. 

Erste Methode. Wenn man das einfach singuläre Integral aus dem allgemeinen 
ableiten will, so beachte man, dass die Integrations-Constanten von w und von y unabhängig 
sind bei allen sich schneidenden Curven; und wenn man in dieser engen Beziehung die 
Gleichung 566) differentürt, so bekommt man 





367) dy __ A. (se). V rg)? - = F (89). Viw gjë wo 


oa ; Er} De 


A. (4—0) VirgE + Fy. Yie g + won)? 
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Dagegen müssen die Integrations-Constanten Functionen x von sein bei allen Gränz-Curven; und 
wenn man in dieser weiteren Beziehung die Gleichung 366) nach allem x differentiirt , so 


bekommt man Jetzt 





368) dy _ AB. Va? + ro). Ve)? + Bu? 
dr 2. (yy) . Va? + F y . Yan? + yy 








En 





A. (a). Ve? + gt Hy. Ve + UE 


? Er ee & s dı . E08 . $ RS 
Damit aber aus 367) und 568) sich für = zwei ebenförmige Ausdrücke ergeben können, muss 


die Gleichung 
: m s o G 


: dt a dr T u 3 g 

39) a a a a = 
stattfinden. Differentiirt man die Gleichung 367) noch einmal sowohl nach allem explicit als 
auch nach allem implicit in y, r, } enthaltenen x; so bekommt man neben der Gleichnng 369) 
auch noch 

370) 

dit en 2 2 2 Na) dr 

A. ((y-9) — (=r) 5) (E9) E-r) + 9-9) F (VE) + a) Ve + u). EV 
Daraus kann aber nur folgen 

Rn d 

DT) (y—y) — (x): v = 0 
und hiermit wird diejenige Grade dargestellt, welche durch den Punkt (x, y) der gesuchten 
Refractions-Curve geht, und zugleich die zum Punkte (x,}) der vorgeschriebenen Diakaustika 





gehörige Tangente ist. Jede Diakaustika ist ja, wie schon im §. 1 auseinander gesetzt wurde. 
eine einhüllende Gränz-Curve. 

Eliminirt man jetzt mittels 371) die Differenz („—y) aus 569), so fällt auch die Differenz 
(x—r) hinweg; und 369) geht über in 


el 
Al a) een). = 


2. V d+ dy F dG =0 


oder in 








Daraus folgt 
IG = + à. Vde +d 
oder 
372) t= K +2. Nde dy 


wo A em Integrations-Constanter ist. Gleichung 366) geht also über in 





375) V(r9)’ +? #1.Va@ 9° + Wo)’ =KR +2. War + dv: 


Mit dieser Gleichung, wo bei den Doppelzeichen durchweg die oberen und ebenso durchweg 
die unteren zusammengehören, muss man aber noch folgende drei 


T En dy BR. 
371) Gen cr ar» 
357) Sen UV 

hò dð d — 0) 


374) dr P 
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verbinden, d. h. man muss die in 373) angezeigte Integration ausführen, und sodann die drei 
Bestandtheile r, y, dy eliminiren. Dabei fällt auch dt mit hinweg, und es ergibt sich eine 
Gleichung zwischen x, y und dem Integrations-Constanten KA. Diese neue Gleiehung ist aber 
ein einfach singuläres Urintegral zu 358); und dureh dasselbe ist, wegen des Integrations- 
Constanten K, eine Reihe stetig aufeinander folgender Refractions-Curven dargestellt, von 
welchen allen, sobald die ursprünglichen Liehtstrahlen von dem leuchtenden Punkte, dessen 
Abseisse = g ist, herkommen, die bestimmt vorgeschriebene Diakaustika & (r, y) = 0 erzeugt 
wird. 

Zweite Methode. Zu dem einfach singulären Integral kann man aueh mittels der 
ersten Stammgleichung gelangen. Man beachte also wiederum, dass die Integrations-Oonstanten 
von x und von y unabhängig sind bei allen sieh schneidenden Curven; und wenn man in 
dieser engen Beziehung die Gleichung 363) differentürt, und dabei sich erinnert, dass v 
diesmal eine Function von x, y, p ist; so bekommt man 











E t @+p) + @-4). (+. 7) 
oO 7 5) FE = 01 dpo 
£ (x—A) . Em 


Dagegen müssen die Integrations-Constanten Funetionen von x sein bei allen Gränz-Curven; 
und wenn man in dieser weiteren Beziehung die Gleichung 363) nach allem x difterentürt, so 
bekommt man jetzt 











D dav ayy aB TO 
376) ooo e a Ar a 
3 — = — —— l = ,; 
er Een, 
4). (24). 
Damit aber aus 375) und 376) für 7- zwei ebenförmige Ausdrücke sich ergeben können, muss 
die Gleichung 
dB 
377) ma ee — 0 


stattfinden. Nun folgt aus 362) die Differentialgleichung 





. da , d: daB _ 
378) a 3 eo 0 


und wenn man aus den vier Gleichungen 362), 363), 377), 378) die drei Bestandtheile A, P, 


dB ae: ` 
“= eliminirt, so bekommt man endlich 
€ 


379) yon2=dle) 


wo die Form des Ausdruckes (x) abhängig ist von Ẹ (A, B) = 0. Hier bat man für v noeh 
seinen Ausdruck 





- (ee) o n) Va. (0)? + 9) (1479) —((e—9) a 


+ (©) +y.) tp. Ve. (w +32) . (1499) —(@-9)+y- pP)’ 








zurückzuführen, und die sich ergebende Differentialgleiehung erster Ordnung zu integriren. 
Dadureh gelangt man zu der nämliehen mit x, y, und dem Integrations-Constanten A ver- 
sehenen Urgleichung, wie bei der ersten Methode. 
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Lo 
f- 
Si 





Dritte Methode. Lässt man die Gleichung 361), d. h. die Gleiehung 
2 doğ . a 
380) en 


gelten, so hat man jetzt eine Differentialeleichung zweiter Ordnung; und man muss eine 
solche der ersten Ordnung aufsuchen, von welcher die beiden Gleichungen 358) uud 380) 
zugleich erfüllt werden. Die hier aufzusuchende Differentialgleichung erster Ordnung wird 
aber genau wieder die Gleichung 379) sein, durch deren Integration sich also auch die näm- 
liche mit x, y und dem Integrations-Oonstanten JX versehene Urgleichung ergibt. wie bei der 
zweiten Methode. 

(Man vergleiehe die dritte Methode in $. 17, $. 18, §. 19.) 

Anmerkung. In speeiellen Fällen werden durch die zweite und dritte Methode grosse 
Weitläufigkeiten veranlasst; und desshalb sollen die in §. 22, $. 23, $. 24 nachfolgende Bei- 
spiele nur nach der ersten Methode ausgeführt werden. 

Zusatz. Alle hier ($. 21) befindlichen refractorischen Resultate gehen, wenn man 
à =— l setzt, in die reflexorischen ($. 11) über. Alsdann dürfen aber, wie schon (in §. 10 
und $. 11) auseinander gesetzt ist, bei den Doppelzeichen nur die oberen genommen werden. 

$. 22. 

Beispiel 10. Man sucht diejenige Refraetions-Curve, bei welcher die von einem leuchten- 
den Punkte herkommenden Lichtstrahlen so gebrochen werden, dass die zugehörige Diakau- 
stika die durch die Gleiehung 

381) D 
vorgeschriebene semikubische Parabel ist. 
Hier ist (nach $. 21) das allgemeine Integral durch die Verdindung der folgenden zwei 


Gleichungen 
332) ehe 
und 
383) Vega + UBF = 0 
oder, was dasselbe ist, durch die Verbindung der folgenden zwei Gleichungen 
384) D =h 5 
und 
385 Va)’ + gr. Vo + = 


dargestellt, d. h. jeder einzelne Punkt der vorgesehriebenen Diakaustika y’ = h.r? ist ein 
Brennpunkt zu irgend einer dieser Curven. Keine einzige derselben ist jedoch im Stande, 
von der vorgeschriebenen Diakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen, d. h. keine einzige 
derselben ist die gesuchte Refraetions-Curve, welehe, als Gränz-Curve der zweiten Ordnung, nur 
durch ein einfach singuläres Integral dargestellt werden kann. Zu diesem Ende spectalisiren 
die Gleichungen 371) und 373) sich diesmal in 


386) (y—y) — (@) . 54 = 0 





387) VE—g Ey F21 EZ t U = KE a(r 4) Or H 
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Durch die Verbindung der drei Gleichungen 381), 386), 387) hat man, wegen des Integrations- 
Constanten X, eine Reihe stetig aufeinander folgender Refraetions-Curven, von welchen allen, 
sobald die ursprünglichen Liehtstrahlen von dem leuchtenden Punkte, dessen Abseisse — g 
ist, herkommen, die vorgeschriebene Diakaustika Ņ? = % .}° erzeugt wird; und weil man 
x und y als Functionen von t und y ausdrücken kann, so können die Refraetions-Curven auch 
mittels der Coordinaten der vorgeschriebenen Diakaustika construirt werden. 

Auch ist zu bemerken, dass, je nachdem man entweder y und y, oder y und x aus den 
drei Gleichungen 351), 386), 387) eliminirt, im ersten Falle das y, und im zweiten Falle das 
y als Funetion von ~ und K erscheint; und somit ist nachgewiesen, dass die Verbindung dieser 
drei Gleichungen ein einfach singuläres und nicht ein einfach particuläres Integral ist. 

Zusatz. Alle hier ($. 22) befindlichen refractorischen Resultate gehen, wenn man 
à = — 1 setzt, in die reflexorischen ($. 12) über. Alsdann dürfen aber bei den Doppelzeichen 
nur die oberen gewonnen werden. 

S. 

Beispielli. Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden 
Punkte hervorkommenden Lichtstrahlen so gebrochen werden, dass die zugehörige Diakau- 
stika die durch die Gleichung 


23. 


388) y = ah.t 
vorgeschriebene konische Parabel ist. 
Hier specialisiren sich die Gleichungen 371) und 573) bezüglich in 
o h 
389) Ba) e u 
und 


en, u / z = > ‚Very: a — y VEH 
390) I a -+ y? F à. V(æa—ryY + (uy =K å. een == = -Ignat Ar) 


2a 





und man kann die gesuchte Refractions-Curve mittels der Coordinaten der vorgeschriebenen 
Diakaustika eonstruiren. 

Zusatz. Alle hier ($. 23) befindlichen refraetorischen Resultate gehen, wenn man 
= — 1 setzt, in die reflexorischen ($. 13) über. Alsdann dürfen aber bei den Doppel- 


zeichen nur die oberen genommen werden. 


S. 24. 

Beispiel 12. Man sucht diejenige Refractions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden 
Punkte herkommenden Liehtstrahlen so gebrochen werden, «dass die zugehörige Diakaustika 
die durch folgende Gleichung 

>) p p= k 
vorgeschriebene Hypokykloide ist. 
Hier spectalisiren sich die Gleichungen 371) und 373) bezüglich in 


392) vy).Yr + a) Yy= 0 
und 


aaea 34 NTa 


393) Ne a a = m: 
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und man kann die hier gesuchte Refraetions-Curve mittels der Coordinaten der vorgeschrie- 
benen Diakaustika construiren. 

Zusatz. Alle chier ($. 24) befindlichen refractorischen Resultate gehen, wenn man 
ù} = — 1 setzt, in die reflexorischen ($. 14) über. Alsdann dürfen aber bei den Doppelzeichen 
nur die oberen genommen werden. 


NACHTRAG. 


Se 
Seo 


= 


Schon in der Einleitung ($. 1) wurde mittels geometrischer Betrachtung nachgewiesen, 
dass einer graden Linie niemals die Eigenschaft einer Brennlinie zukommen könne. Nun soll 
auf analytischem Wege nachgewiesen werden, dass, wenn eine grade Linie als Brennlinie 
vorgeschrieben wird, weder eine Reflexions- noch eine Refractions-Curve existirt. 


26. 


Yn 


Man sucht diejenige Reflexions-Curve, von welcher die Lichtstrahlen so zurückgeworfen 
werden, dass ihr die durch folgende Gleichung 


394) | 


vorgeschriebene Grade als Katakaustika zukommt. 
Wenn man (aus $. 2) für y und y die Ausdrücke 2) und 3) hier einführt, so bekommt 
man für die gesuchte Reflexions-Curve folgende Difterentialgleichung zweiter Ordnung 


395) y — ma — U + (u—m). (u—p). = = 


Erste Auflösung. 


Um letztere Gleichung direct zu integriren, multiplicire man sie mit du; so setzt sie sich um in 
396) m . dy — mu . dr — mx . du—u . dy +”. dx + y. du—u. du = 0 
Man addire die identische Differenz 


Me OR — N er 


so bekommt man weiter 





397) (m—u) . (dy—u.da—x. du) + (y—ur—N) . du = U 
Diese Gleichung wird integrabel durch den Multiplicator ent denn dabei geht sie über ın 
398) (m—u) . (dy—u . de — a. 2 + (y—ur—A) . du en) 
(m—u)? 
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Daraus folgt durch Integration 


399) =e 
oder 
400) y — (mA +) = (xz— A). u 


Um nun diese Differentialgleichung erster Ordnung weiter behandeln zu können, muss man 
unterscheiden, ob die auf die gesuchte Reflexions-Ourve auffallenden Lichtstrahlen mit einander 
parallel laufen, oder von einem leuchtenden Punkte herkommen. 

Erster Fall. Wenn die auf die gesuchte Reflexions-Curve auffallenden Liehtstrahlen 
mit einander parallel sind, so muss man (aus $. 2) für « den Ausdruck 4) hier einführen; und 
dabei geht Gleichung 400) über in 


401) (y— (RA+N). A—p)= 2 . (@—A) . p 


Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wie mit Gleichung 20) in $. 5; so bekommt 


man die Urgleichung 


402) + VYy—(mA+N) + AF =r E 


wo A und E die beiden Integrations-Oonstanten sind. Setzt man hier x statt A, so geht letztere 





Gleichung über m 





FF 


403) + VW — (m. +9) + (zcr = z+ E 
oder, wegen Gleichung 394), in 

404) Vy + (at) = x+E 
Dadurch sind aber alle jene unendlich vielen Schaaren konischer Parabeln dargestellt, 
deren Brennpunkt jeder in der als Katakaustika vorgeschriebenen Graden 394) liegende 
Punkt sein kann, und deren Hauptaxen mit den Lichtstrahlen parallel sein müssen. Man ver- 
gleiche $. 6. Dort ist auch auseinander gesetzt, dass keine einzige der hier gefundenen Para- 
beln im Stande ist, von der vorgeschriebenen Katakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen, 
und dass man, um zu der gesuchten Reflexions-Curve zu gelangen, die Gränz-Ourven der 


zweiten Ordnung aufsuchen müsse; und wenn man hierzu die (in $. 6 mitgetheilte) erste 
Methode anwenden will, so gehen die dortigen zwei Gleichungen +42) und 44) diesmal über in 


405) (y—y) — (et). m = 0 
und 

406) yo Go =atKReerhiım 
Ehminirt man die Differenz (y—y) aus 405) und 406), so bekommt man 


+ (er). V1+m? =h K E e Viem 
oder 
407) a r a) ER 
Eliminirt man ferner den Bestandtheil y aus 394) und 405), so fällt auch y mit hinweg; und 


es bleibt nur 
408) wm. Be 
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Weil nun bei jeder Elimination des Bestandtheiles y auch x mit hinwegfällt, so ist es unmöglich 
zwischen der als Katakaustika vorgeschriebenen Graden und zwischen einer als Reflexions- 
Curve gesuchten Curve irgend eine Relation herzustellen. 

„Es existirt also bei parallel auffallenden Lichtstrahlen keine Reflexions-Ourve, welcher 
eine grade Linie als Katakaustika angehört.“ 

Zweiter Fall. Wenn die auf die gesuchte Reflexions-Curve auflallenden Lichtstrahlen 
von einem leuchtenden Punkte ‚herkommen, so muss man (aus $. 2) für « den Ausdruck 5) 


einsetzen: und dabei geht Gleichung 400) über in 


+09) (v — (m. A149) ; (2yp + (29). d—p’)) = (c—). È (z—g). p —y. (17°) 


Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wie mit Gleichung 155) in $.10; so bekommt 


man die Urgleichung 


+10) Via +y + Vlomd+) + a = e 
wo A und G die zwei Integrations-Constanten sind. 
Hier müssen beide Radicale als positiv genommen werden, weil, wie m $. 10 und in 
Ş. 11 nachgewiesen ist, die konischen Hyperbeln nicht beachtet werden dürfen. 
Setzt man x statt A, so geht letztere Gleichung über in 





1 


+11) ear + Van. + W) + ea = G 


oder, wegen Gleichung 394), in 
+12) va + ra) + el 


Dadurch sind aber alle jene unendlich vielen Schaaren konischer Ellipsen dargestellt, 
deren einer Brennpunkt der leuchtende Punkt sein muss, und deren anderer Brennpunkt 
jeder in der als Katakaustika vorgeschriebenen Graden 394) liegende Punkt sem kann. Nun 
ist bereits (in $. 11) auseinander gesetzt, dass keine einzige der hier gefundenen Ellipsen im 

5 o] ’ > 
Stande ist, von der vorgeschriebenen Katakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen, und 
I oO o z 
dass man, um zur gesuchten Reflexions-Ourve zu gelangen, die Gränz-Curve der zweiten 
Ordnung aufsuchen müsse. Zu diesem Ende gehen die in $. 11 befindlichen zwei Gleichungen 
175) und 177) diesmal über in 


415) (y—y) — (a1) . m = 0 
und 
Et) Ve a Ve 





Eliminirt man die Differenz (y—y) aus 415) und 414), so bekommt man 


n 
© 


I (x 9) ln (=i) . vi m=i r. vi pin 
oder 
415) ieg E e le ESER 
Eliminirt man ferner den Bestandtheil y aus 594) und 413), so fällt auch r mit hmweg; und 
es bleibt nur 
316) y= mr + 
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Weil nun bei jeder Elimination des Bestandtheiles y auch das z mit hinwegfällt, so ist es auch 
diesmal unmöglich, zwisehen der als Katakaustika vorgeschriebenen Graden und zwischen 
einer als Reflexions-Curve gesuchten Curve irgend eine Relation herzustellen. 

„Es existirt also auch bei den von einem leuchtenden Punkte herkommenden Licht- 
strahlen keine Reflexions-Curve, welcher eine grade Linie als Ratakaustika angehört.“ 


Zweite Auflösung. 


Man differentüire Gleichune 395) naeh allem z, so bekommt man 
oO ? 








dp dæ Pu 
a u 9 2 PER A -= 
417) (u—m). (2 lo ) —W 
und dieser Gleichung wird genügt, entweder wenn 
dp dx du 
a o g = 

418) = de °` du (u P) - du? = 
oder wenn 

419) un = 0 


Erstens. Lässt man Gleichung 418) gelten, so bekommt man durch Integration 
420) (y—B) = (x—A) -u 


während, damit der vorgelegten Differentialgleichung 395) genügt wird, zwischen den beiden 
Integrations-Constanten A und B folgende Relation 


421) D=m.A+)N 
stattfinden muss. Um nun die Differentialgleichung 420) nochmals integriren zu können, muss 
man von jetzt an unterscheiden, ob die Lichtstrahlen parallel auf die gesuchte Reflexions- 
Curve auffallen, oder von einem leuchtenden Punkte herkommen. Dabei ergibt sich im ersten 
Falle (nach S. 6) 

422) E a e 
und im zweiten Falle ergibt sich (nach $. 11) 

Vo a a r E e E 
423) Ve=g +i + VUB + @-A'=6 


Man hat hiermit wiederum die vorhin in der ersten Auflösung gefundenen zwei Gleiehungen 
404) und 412); und diese führen also auch wiederum zu dem Resultate, dass keine Reflections- 
Curve existirt, weleher eine grade Linie als Katakaustika angehört. 

Zweitens. Lässt man die Gleichung 419) gelten, so bekommt man 


424) uU = m 
d. h. u ist constant. Man muss aber vor Allem untersuchen, ob « = m die Differentialgleiebhung 
zu einem einfach singulären Urintegral ist, oder nicht; und zu diesem Ende eliminire 
man B aus 420) und 421) so bekommt man 

425) y— (m. A + W = (ce —4).u 
Diese Gleichung aber redueirt sich, wenn man m statt u setzt, sofort auf 

426) yzm.z+4 
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Der Integrations-Constante A ist also weggefallen, ohne dass er irgend eine Bestimmung 
gefunden hat; und daraus folgt, dass w = m nicht die Differentialgleichung zu einem einfach 
singulären Integral ist. Somit erkennt man zum zweiten Male, dass keine 
Reflexions-Curve existirt, welchereinegradeLinieals Katakaustikaangehört. 


8. 27. 


Man sucht diejenige Refractions-Curve, von welcher die Lichtstrahlen so gebrochen 
werden, dass ihr die durch folgende Gleichung 


427) D m 


vorgeschriebene Grade als Diakaustika zukommt. 
Wenn man (aus $. 3) für z und y die Ausdrücke 9) und 10) hier einführt, so bekommt 
man für die gesuchte Refractions-Ourve folgende Differentialgleichung der zweiten Ordnung 


425) y— mxr — U — (e+m).(v+p). =) 
Erste Auflösung. 


Um letztere Gleichung direet zu integriren, multiplicire man sie mit de, und sie setzt 


sich um ın 
429) m.dy + mv. dx + mx.dv + v.dy + v.dz— y.dv +M. dv =0 
Man addire die identische Differenz 
v. x. dv —v.x.dv 
so bekonımt man weiter 
430) (v+m). (dy + v. dx + x.dv)— (y + re— Ml). dv = 0 


Diese Gleichung wird integrabel durch den Maltiplicator E denn dabei geht sie über in 
(vo+m) . (dy +v . dx + x. de) — (ytox—N). de 








#31) fm =N 
und daraus folgt durch Integration 
432) Vu | 
Oi 
oder 
433) (y — (mA -+ W) + (z—4). v = 0 


Um nun diese Differentialgleichung erster Ordnung weiter behandeln zu können, muss man 
unterscheiden, ob die auf die gesuchte Refractions-Curve auffallenden Lichtstrahlen mit einan- 
der parallel laufen, oder von einem leuchtenden Punkt herkommen. 

Erster Fall. Wenn die auf die gesuchte Refractions-Curve auffallenden Lichtstrahlen 
mit einander parallel sind, so muss man (aus $. 3) für v den Ausdruck 11) hier einführen; und 
dabei geht Gleichung 433) über in 


434) (.—4) .P — (y — (m A+W) + |(«—4) + (l — (mA -+W) p| V. (1+1 = 0 


mm ® 
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Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wie mit Gleichung 203) in §. 15; so bekommt 
man die Urgleichung 





455 FÀ. a N a Sa 
( ) 


wo A und Æ die beiden Integrations-Constanten sind. Setzt man hier r statt A, so geht letztere 
Gleichung über in 


436) Fr. VW — m. r+W) + er = r+ E 


oder, wegen Gleichung 427) in 





437) NG ten rE 


Alle hierdurch dargestellten unendlich vielen Curven-Schaaren bestehen also (nach der 
zu Gleichung 222) in $. 16 gemachten Erklärung) entweder aus konischen Ellipsen oder 
aus konischen Hyperbeln, je nachdem #° > 1 oder 4° < 1 ist. 

Die Hauptaxen aller dieser Ellipsen oder Hyperbeln laufen in der Entfernung „= mit 
der Abscissenaxe parallel; und wenn man die in §. 15 hergestellte Gleichung 206) mit der 
hier gefundenen Gleichung 437) vergleieht, so erkennt man, dass, wie sich dort die gebro- 
chenen Strahlen in dem vorgeschriebenen Brennpunkte (g, h) concentriren mussten, hier die 
gebrochenen Strahlen sich im Brennpunkte (x, y) eoncentriren, d. h. jeder einzelne Punkt der 
hier als Diakaustika vorgeschriebenen Graden ist ein Brennpunkt zu irgend einer der durch 
437) dargestellten Ellipsen und Hyperbeln. Nun ist (ebenfalls in $. 16) auseinander gesetzt, 
dass keine einzige der hier gefundenen Ellipsen oder Hyperbeln im Stande ist, von der vor- 
geschriebenen Diakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen, und dass man, um zur gesuchten 
Refractions-Curve zu gelangen, die Gränz-Curven der zweiten Ordnung aufsuchen müsse; und 
wenn man hierzu die (in $. 16 mitgetheilte) erste Methode anwenden will, so gehen die dorti- 
gen zwei Gleichungen 227) und 229) diesmal über in 

458) (y—y) — (a1): m = 0 


und 
459) ee 0 a 
Eliminirt man die Differenz (y—y) aus 438) und 459), so bekommt man 


F À. (ar) Fip =r +Kzı.r.VYi+m 
oder 


440) x.(— 1 Fi.yl+m)=KR 


Eliminirt man ferner den Bestandtheil y aus 427) und 438), so fällt auch x mit hinweg; und 
es bleibt nur 


441) yemız e 


Weil nun bei jeder Elimination des Bestandtheiles y auch x mit hinwegfällt, so ist es unmög- 
lich, zwischen der als Diakaustika vorgeschriebenen Graden und zwischen einer als Refrae- 
tions-Curve gesuchten Curve irgend eine Abhängigkeit herzustellen. 

„Es existirt also bei parallel auffallenden Lichtstrahlen keine Refractions-Curve, welcher 
eine grade Linie als Diakaustika zugehört.“ 
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Zweiter Fall. Wenn die auf die gesuchte Refraetions-Curve auffallenden Lichistrahlen 
von einem leuchtenden Punkte herkommen, so muss man (aus $. 5) für » den Ausdruck 12) 
einführen; und dabei geht Gleichung 433) über in 


442) al) .P — £ (mA +) > (en) +y p) 


= u 1) + (y == (mA+R)). l Vat (+p?) . ((x —g) M Y) — ((.—) +y .p) 








Mit dieser Gleichung verfahre man jetzt weiter, wie mit Gleichung 354) in $. 20; so bekommt 
man die Urgleichung 





443) e—a $ g y (24) + (y — (m A+WF = = 


wo A und @ die beiden Integrations-Constanten sind. Setzt man x statt A, so geht letztere 
Gleichung über m 





444) Va’ + ri. Var’ + (9 — (m. zen) =G 


oder, wegen Gleichung 427), in 





+45) Vae m Prao V Go =G 


Die hier gefundene Gleichung ist im Allgemeinen eine des vierten Grades, welcher sich aber 
auf den zweiten erniedrigt, wenn G = 0. 

Vergleicht man die im $. 20 hergestellte Gleichung 356) mit der hier gefundenen Glei- 
chung 445), so erkennt man, dass, wie sich dort die gebrochenen Strahlen in dem vorge- 
schriebenen Brennpunkte (g, h) eoncentriren mussten, hier die gebrochenen Strahlen sich im 
Brennpunkte (x, y) concentriren, d. h. jeder einzelne Punkt der hier als Diakaustika vorge- 
schriedenen Graden 427) ist ein Brennpunkt zu irgend einer der durch 445) dargestellten 
Curven. Nun ist bereits (in $. 21) auseinandergesetzt, dass keine einzige der hier gefundenen 
Curven im Stande ist, von der vorgeschriebenen Diakaustika mehr als einen Punkt zu erzeugen, 
und dass man, um zur gesuchten Refractions-Curve zu gelangen, die Gränz-Curven der zweiten 
Ordnung aufsuchen müsse. Zn diesem Ende gehen die in $.21 aufgestellten zwei Gleichungen 
371) und 373) diesmal über in 


446) (y—y) — (x—r) . m = 0 


und 
447) ae E a 
Eliminirt man die Differenz (y—y) aus 446) und 447), so bekommt man 
189)? - Prien). E 
oder 


448) Ve - F TF oz Virek 
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Eliminirt man ferner den Bestandtheil y aus 427) und 446), so fällt auch r mit hinweg; und es 
bleibt nur 

449) T E= oE 
Weil nun bei jeder Elimination des Bestandtheiles y auch das x mit hinwegfällt, so ist es auch 
diesmal unmöglich, zwischen der als Diakaustika vorgeschriebenen Graden 427) und zwischen 
einer als Refraetions-Curve gesuchten Curve irgend eine Relation herzustellen. 


„Es existirt also auch bei den von einem leuchtenden Punkte herkommenden Licht- 
strahlen keine Refraetions-Curve, welcher eine grade Linie als Diakaustika angehört.“ 


Zweite Auflösune. 


Man differentiire Gleichung 428) nach allem x, so bekommt man 


450) (v-+m). (2 u Em —_ (v+p). —) — 0 


da 


und dieser Gleichung wird genügt, entweder wenn 


451) > + En . o T (+p) T 79 





de 


oder wenn 
452) v+m=V 
Erstens. Lässt man Gleichung 451) gelten, so bekommt man durch Integration 
+55) (y—PD) + &—A).v=0 


während, damit die vorgelegte Differentialgleichung 428) erfüllt wird, zwischen den Integra- 
tions-Constanten A und B folgende Relation 


454) Be 


stattfinden muss. Um nun die Differentialgleichung 453) nochmals integriren zu können, muss 
man von jetzt an unterscheiden, ob die Lichtstrahlen parallel auf die gesuchte Refractions- 
Curve auffallen, oder von einem leuchtenden Punkte herkommen. Dabei ergibt sich im ersten 


Falle (nach $. 16) 


455) eve AG Di=nıH 


+ 


und im zweiten Falle (naclı $. 21) 








456) E A Ne gt 


Man hat hiermit wiederum die vorhin in der ersten Auflösung gefundenen zwei Gleichungen 
437) und 445); und diese führen also auch wiederum zu dem Resultate, dass keine Refrac- 
tions-Curve existirt, welcher eine grade Linie als Diakaustika angehört. 

Zweitens. Lässt man die Gleichung 452) gelten, so bekommt man 


457) v = — m 
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d. h. v ist constant. Man muss aber vor Allem untersuchen, ob v = — m die Differential- 
gleichung zu einem einfach singulären Integral ist, oder nicht; und zu diesem Ende elimmire 
man P aus 455) und 454), so bekommt man 


458) (y — (mA+W) + (z—A). ¿č =0 
Diese Gleichung reducirt sich, wenn man — m statt v einsetzt, sofort auf 
459) | 


Der Integrations-Constante A ist also weggefallen, ohne dass er irgend eine Bestimmung 
gefunden hat; und daraus folgt, dass v = — m nicht die Differentialgleichung zu einem 
einfach singulären Integral ist. Somit erkennt man zum zweiten Male, dass 
keine Refractions-Curve existirt, welcher eine grade Linie als Diakaustika 
angehört. 

Zusatz. Alle hier ($. 27) befindlichen refractorischen Resultate gehen, wenn man 
à = — 1 setzt, in die reflexorischen ($. 26) über. Aber alsdann dürfen bei den Doppel- 
zeichen nur die oberen genommen werden. 
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INHALT. 


Einleitung. Begriff der Brennlinien, und Eintheilung derselben in katakaustische und diakaustische. Die Brennlinien sind 


einküllende Gränz-Curven. Einer graden Linie kann niemals die Eigenschaft einer Brennlinie zukommen. Die 
Brennlinien machen keine eigene Gattung von Curven aus, und es kann jede beliebige Curve als Katakaustika 
oder als Diakaustika vorgeschrieben, und die zugehörige Reflexions- oder Refraetions-Curve aufgesucht werden. 
Kurze Anleitung, zu einer vorgeschriebenen Reflexions-Curve die Katakaustika zu bestimmen. Dazu bedarf es 
keinergiutesrationgs DDr a ee a E 
Kurze Anleitung, zu einer vorgeschriebenen ee Curve die Diakaustika zu bestimmen. Dazu bedarf es 
ÜDentallspiee inte pa Rnte pizza S Seo ee 
Zusatz. Die diakaustischen Resultate gehen alle, sobald man å = — 1 setzt, in die katakaustischen über . 
Vorläufige Andeutung, wie man zu einer vorgeschriebenen Brennlinie die zugehörige Reflexions- oder Refractions- 
Curve bestimmt. Unterscheidung zwischen einhüllenden und niehteinhüllenden Gränz-Curven. Die Brenn- 
linien sind einhüllende, und die Reficxions- und Refractions-Curven sind nichteinhüllende Gränz-Curven. Das 
Problem der Brennlinien ist dem Evolutionsproblem analog. Eintheilungsprineip der vorliegenden Abhandlung. 
Schluss der Einleitung. Die Einfachheit und Allgemeinheit meiner Lösung des Problems lässt nichts zu 
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Erste Abtheilung. Bestimmung der Reflexions-Curven, während die Katakaustika vorgeschrieben ist... 5—14 . . 2. .... 


Erster Abschnitt, Bestimmung der Reflexions-Curven für parallele Lichtstrahlen. $. 5—9 © s s e 2 2 2 2 2 22.2. 


Bestimmung derjenigen TRteflexions-Curve, bei welcher die parallel auf sie Ser lkacan Lichtstrahlen so zurück- 
geworfen werden, dass die Natakaustika sich in einem Punkt zusammenzieht. $ u: er 5 
Allgemeine Bestimmung derjenigen Reflexions-Curve, bei welcher die parallel sie anfallende ann so 
zurückgeworfen werden, dass ihr eine bestimmt vorgeschriebene Curve als Katakaustika zukommt. Die gesuchte 
lteflexions-Ourve ist eine Gränz-Curve, welche durch ein einfach singuläres Integral dargestellt wird. Es gibt drei 
verschiedene Methoden zur Herstellung der einfach singulären Integrale. &6 . 2. 2. 2 nun. 
Beispiel 1. Bestimmung derjenigen Reflexions-Curve, bei welcher die parallel auffallenden Lichtstralilen so 
zurückgeworfen werden, dass die Katakaustika als semikubische Parabel erscheint. 7 . . 2 2 22 2.. 
Beispiel ?2, dass die Katakaustika als konische Parabel erscheint. S-S . a 2 2.2. 2. 2 en 000 
Dieispreledasscdiesihtakaustikarals k reislinie erscheint Sao me 


Zweiter Abschnitt. Bestimmung der Reflexions-Curven für von einem leuchtenden Punkte herkommende Lichtstrahlen. 


Bestimmung derjenigen Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden Punkte herkommenden Licht- 
strahlen so zurückgeworfen werden, dass die Katakaustika sich in einen Punkt zusammenzieht. $.10 ... .. 
Allgemeine Bestimmung derjenigen Reflexions-Curve, bei weleher die von einem leuchtenden Punkte herkommen- 
den Lichtstrahlen so zurückgeworfen werden, dass ihr eine bestimmt vorgeschriebene Curve als Katakaustika 
zukommt. Die gesuchte Reflexions-Curve ist eine Gränz-Curve, welche durch ein einfach singuläres Integral darge- 
stellt wird. Es gibt drei verschiedene Methoden zur Herstellung der einfach singulären Integrale. $.11..... 
Beispiel 4. Bestimmung derjenigen Reflexions-Curve, bei welcher die von einem leuchtenden Punkte herkommen- 
en Lichtstrahlen so zurückgeworfen werden, dass die Katakaustika als semikubische Parabel erscheint. 
Beispiel 5, Hans die Katakaustika als ko nische Parabel erscheint. $.13 . . e e e o 2 0 nennen. 

Beispiel 6, dass die Katakaustika als Iypokykloide erscheint. §. 14 . . e. e s e on nr ernennen 


Zweite Abtheilung. Bestimmung der Refractions-Curven, während die Diakaustika vorgeschrieben ist. §. 15—24 . ..... 


Erster Abschnitt, Bestimmung der Refractions-Curven für parallele Lichtstrahlen. §. 15—19 . v2 2.2.0... 


Bestimmung derjenigen Refractions-Curve, bei welcher die parallel auf sie auffallenden Liehtstrahlen so gebrochen 
werden, dass die Diakaustika sich in einen einzigen Punkt zusammenzieht. 8:13. 2 2 2 2 2 rn oe .. 


Seite 


nv 
n le ag 


t% 18 tÙ 9 I% 
o o 
er 


o] 
ar 
2 


Das umgekehrte Problem der Brennlinien. 


(IS 
Sa) 
-1 


Seite 
Allgemeine Bestimmung derjenigen Refraetions-Curve, bei welcher die parallel auf sie auffallenden Lichtstrahlen 
so gebrochen werden, dass ihr eine bestimmt vorgesehriebene Curve als Diakaustika zukommt. Die gesuchte 
Refraetions-Curve ist eine Gränz-Curve, welehe dureh ein einfach singuläres Integral dargestellt wird. $. 16 oil 
Beispiel 7. Bestimmung derjenigen Refraetions-Curve, bei weleher die parallel auf sie auffallenden Liehtstrahlen 
so gebrochen werden, dass die Diakaustika als semikubische Parabel erseheint. §. 17 . 265 
Beispiel 8, dass die Diakanstika als konische Parabel erscheint. §. 18 . . . x 270 
Beispiel 9, dass die Diakaustika als Kreislinie erseheint. §. 19 . .. 274 


Zweller Absehniti. Bestimmung der Refractions-Curven für von einem lenehtenden Tike ee Een 
SEO a a ee À ne > 279 
Bestimmung derjenigen Refractions-Curve, bei welchen die von einem Menden raii en Licht- 
strahlen so gebrochen werden, dass die Diakaustika sich in einem einzigen Punkt zusammenzieht. §. 20 . . . . 279 
Allgemeine Bestimmung derjenigen Refractions-Curve, bei weleher die von einem lenehtenden Punkte herkommen- 
den Liehtstrahlen so gebrochen werden, dass ihr eine bestimmt vorgeschriebene Curve als Diakaustika zukommt. 
Die gesuchte Refraetions-Curve ist eine Gränz-Curve, welehe durehe in einfach singuläres Integral dargestellt 
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Beispiel 10. as Arens ee es bei Blake ie von einem eranan TS L. 

menden Liehtstrahlen so gebrochen werden, das die Diakanstika als semikubische Parabel erscheint. §. 22 . 285 
Beispiel 11, dass die Diakaustika als konisehe Parabel H Gaa an on AR 
Beispiel 12, dass die Diakaustika als Hypokykloide erseheint. §. 24 . ..... >o p 80 2 ae 


Anhang. Speeieller nes, dass, wenn eine grade Linie als Brennlinie a wird. va eine one: En 
cimek each ons @urmezexistint 82 a a 
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